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SULLO STUDIO DELLA GEOMETRIA 



La Geometria, Scienza deirestensione, può essere svolta con due metodi di- 
versi, ricercando le proprietà degli enti geometrici con la loro intuizione im- 
mediata, pure sostituendo a quegli enti espressioni algebriche, che li rappre- 
sentino, ed operando su di esse algoritmicamente. Si dà origine in tal modo alla 
Geometria pura, o sintetica, ed alla Geometria numerica, o analitica. Neil* inse- 
gnamento universitario della Geometria giova che questa Scienza sia trattata con 
metodo misto, sintetico-analitico, e per maggiore brevità nello svolgimento delle 
materie, e per porre in evidenza le relazioni tra i due metoili, ed i vantaggi propri 
a ciascuno. Ma considerando la Scienza geometrica, obiettivamente per se stessa, 
senza preoccuparsi delle esigenze delF insegnamento , sarà molto più conveniente 
che la Geometria sintetica e la Geometria analitica siano svolte , 1* una indipen- 
dentemente dall'altra, dando ampio sviluppo ai procedimenti propri a ciascuna. 
Per questa considerazione crediamo non inutile di andare esponendo, secondo tale 
concetto , le teorie fondamentali della Geometria , limitandoci per ora ad una 
a Introduzione alla Geometria analitica ». Essa verrà divisa in tre parti, seguendo 
lo sviluppo storico della Scienza ; la prima parte conterrà la Geometria analitica 
carlesiana^ divisa alla sua volta in tre Sezioni, trattando la prima dei punti, delle 
rette, dei piani, dei circoli e delle sfere; la seconda delle coniche, o linee di 
2.^ grado; e la terza dei conicotdi, o superficie di ì.^ grado. In un'Appendice 

TOL. XXIX. 1 
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di queste Sezioni si tratterà della Geometria analitica sulla superficie sferica. La 
seconda parte della lalroduzione conterrà la Geometria analitica proiettiva, nella 
quale il mirabile organismo della Geometria moderna sarà svolto con metodo ana- 
litico, con Tuso delle coordinate proiettive, sviluppando i principii di dualità e di 
omografia, e prendendo in considerazione gli elementi air infinito dello spazio. 
Finalmente la terza parte deW Inlrodxizione svolgerà la teoria della Rappresen- 
tazione geometrica delle forme algebriche , nella quale si porranno in relazione 
le diverse teorie geometriche con la moderna e feconda teoria degl* invarianti , 
dei covarianti e dei contravarianti delle forme algebriche. 

O. Battaglini. 

Napoli 1891. 
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GEOMETRIA ANALITICA CARTESIANA 
Sexione Prima. 



I. 
Il panto e la retta nel piano. 



1. 

Nozioni preliminari sulla Geonnetria analitioa del piano. 
Coordinate oartesiane e polari. 



1. Gii elementi fonrlaroentali dello spazio, che costituiscono le figure piane, 
sono il punto e la linea retta ; le grandezze che essi determinano immediatamente 
sono il segmento rettilineo e Tangolo ; queste grandezze si esprimono in numeri 
paragonandole ad altre della stessa specie preso per unità. Oggetto della Geo- 
metria analitica del piano è 1* esposizione sistematica delle proprietà delle figure 
piane, supponendo i loro elementi espress: in numeri, e traducendone le relazioni 
in formolo analitiche. 

Le relazioni fra gli elementi di una figura sono di due specie, relazioni me 
(}'/c/ie e relazioni di posizione. Le prime si deducono da quelle che hanno luogo 
tra gli elementi del triangolo , la più semplice figura piana ; la ricerca e lo svi- 
luppo di queste relazioni pel triangolo Formano l'oggetto della Trigonometria, che 
supporremo già conosciuta dal lettore. Passiamo ad esporre i principii del metodo 
per la ricerca delle relazioni di posizione. 

Consideriamo in primo luogo (Og. 1) il sistema dei punti p appartenenti ad 

7' ^ H /!/'/' 



2 



una retta R; fissando su questa un punto po (che chiameremo X origine) esso 
dividerà la retta indefinita R in due regioni R' ed R", Tuna a ctn'f/a e F altra 
a sìms/ra di Po ; ogni altro punto p del sistema, in una di queste regioni, p. e. 
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in R'y sarà del tutto determinato dalla sua distanza dairorigine p^; poniamo PoP=P 
(essendo p il numero , commensurabile o incommensurabile , che esprime il rap* 
porto tra il segrmcnto Po p ed un altro segmento arbitrario preso per unità), dire- 
mo p Vascissa del punto p. Siano ora p^ e p, due punti di R', determinati rispet- 
tivamente dalle ascisse (1) Po?>i=Pi e PoPi=?i ; ^^ formola Pi— p|=?PoPt-PoPi~PiP* 
sarà positiva o negativa secondo che il segmento terminato dai punti Pi e p^, e 
che si può immaginare descritto dal punto variabile p percorrendo la retta B 
dall'estremo p^ del segmento airaltro estremo p^ , sia stato descritto nel verso 
indicato sulla flgura dalla freccia o nel verso contrario ; volendo che ciò accada 
qualunque sia la posizione dei punti p sulla retta R, tanto nella regione R' quanto 
nella regione R", si vedrà che se le ascisse dei punti nella prima regione si con * 
siderano positive, quelle dei punti nell'altra regione si dovranno considerare ne- 
gative. Adunque a la posizione di un punto p sulla retta R è determinata dalla 
K sua ascissa relativa ad un'origine Po (punto preso arbitrariamente in R) positiva 
« negativa secondo che quel punto cade da una parte o dall'altra dell'origino ». 
Quale delle due regioni, a dritta o a sinistra dell* origine, contenga i punti di 
ascisse positive è a nostra scelta; supporremo, per fissare le idee, che sia quella 
a dritta dell'origine. L'ascissa deirorigine è zero; quella dell'unico punto all'in 
finito della retta (secondo il concetto della retta nella Geometria euclidea) è l'in- 
finito, positivo negativo. 

Consideriamo in secondo luogo (fig. 2) il sistema delle rette r appartenenti 




ad un punto p in un piano P ; fissando una tra queste r^ (che chiameremo V ori- 
gine) essa dividerà il piano indeflnilo P in due regioni P' e P", l'una a{ di sopra 
e l'altra al di soUo di r^; supponendo che le rette del sistema partendo da p si 
prolunghino da una sola parte dell'origine, o sia in una sola delle regioni P' e 
P", allora ogni altra retta r del sistema, in una dU queste regioni , p. e. in P', 
sarà del tutto determinata dall'angolo r^r che essa comprende con l'origine r^; 
poniamo ror = (essendo il numero, commensurabile o incommensurabile, che 
esprime il rapporto, all'unità lineare, dell'arco che nel circolo di raggio eguale a 
questa unità sottende al centro l'angolo rQr)^ diremo Cangolo di direzione della 
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retta r. Siano ora r^ ed r^ due rette per p in P', determinate rispettivamente dagli 
angoli di direzione r^r^^i^ ed r^r^^^^; la formola (-2) 6t-"*i=''o^i~^o^i=*'i''t » 
sarà positiva o neg«itiva secondo che l'angolo terminato dalle rette rj ed r, , e 
che si può immaginare descritto dalla retta variabile r» girando intorno al punto 
p nel piano P dal lato r^ dell'angolo al lato r^ , sia stato descritto nel verso in- 
dicato sulla figura dalla freccia o nel verso contrario ; volendo che ciò accada 
qualunque sia la posizióne delle rette r pel punto p nel piano P, tanto nella re- 
gione P' quanto nella regione P", si vedrà che se gli angoli di direzione delle 
rette nella prima regione si considerano positivi, quelli delle rette nell'altra re* 
gione dovranno considerarsi negativi. Adunque a la posizione di una retta r, pel 
a punto p nel piano P, è determinata dal suo angolo di direzione relativo ad un 
a origine Tq (retta presa arbitrariamente per p in P) positivo o negativo secondo 
a che quella retta cade da una parte o dallaltra dell'origine ». Quale delle due 
regioni, al dì sopra o al di sotto dell'origine, contenga le rette con angoli di di- 
rezione positivi è a nostra scelta ; supporremo, per fissare le idee, che sia quella 
al di sopra dell'origine. L'angolo di direzione dell'origine è zero; quello della retta 

ad essa perpendicolare è ± ^ , secondo che si considera la perpendicolare al di sopra 

al di sotto dell'origine. Due rette che cadono nelle due regioni opposte del piano, 
e sono tra loro per dritto, hanno gli angoli di direzione che differiscono tra loro 
di li. Ogni retta nella regione al di sotto, o al di sopra, dell'origine, può essere 
determinata anche da un angolo di direzione positivo » o negativo , ma in valore 
assoluto maggiore di ic ; ed in generale ogni angolo di direzione , aumentato o 
diminuito di un multiplo qualunque di ic, determina sempre una stessa retta, o il 
suo prolungamento, secondo che quel multiplo è pari o dispari. 

2. Consideriamo ora (fig. 3) il sistema dei punti p in un piano P ; fissianoo 




(flff. 3) 

nel piano due rette qualunque L , H ad angolo, e sia il loro punto d'incontro; 
conducendo per un punto qualunque p del piano P le parallele a queste rette H 
ed L, che incontrino L ed M rispettivamente nei punti { ed m , è chiaro che la 
posizione di p sarà del tutto determinata da quella dei punti l eJ m, vale a dire 
dalle distanze 01 ed Oin di £ ed m dal punto 0, preso come origine sulle rette L 
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ed M, dando a quelle distanze i segni convenienti , secondo la posizione di t ed 
m da una parte, o da]|*altra, deirorigine. Ponendo Ol = x j 0/n = t/, si diranno 0( 
Vascissa, o la a5 , 0/n Vordinataj o la y, del punto p ; iBntrainbe (e coordinale di 
p ; le rette L ed H sono gli assi delle coordinate , rispettivamente Tasse delle 
ascisse o delle x, e Tasse delle ordinate o delle y; il punto è Torì^ ine delle 
coordinate. Per fissare le idee riguarderemo positive le ascisse a dritta di H; e 
le ordinate al di sopra di L, sicché si vedrà immediataoiente quali siano i segni 
delle coordinate di un punto p, per ciascuna delle quattro regioni in cui è diviso 
il piano P dalle rette L ed H ^ nella quale esso cada. Per ogni punto delTasse 
delle X T ordinata è nulla , e per ogni punto delTasse delle y è nulla Tascissa; 
le coordinate delTorigine sono entrambe eguali a zero. Due punti che hanno coor- 
dinate eguali e di segno contrario sono per dritto con Torigine. e ad eguali di* 
stanze da essa. Le coordinate di cui si parla si dicono coordinate cartesiane da 
Cartesio, fondatore della Geometria analitica. 

La posizione del punto p nel piano P si può determinare ancora (flg. 4) per 




* Ti 

(fig. A) 

mezzo della sua distanza da un punto fissato arbitrariamente nel piano P , e 
dall'angolo che la retta indefinita r , condotta da a p , fa con una retta fissa 
0^ condotta per in P. Indicando quella distanza con p, e quest* angolo con 
(con i segui convenienti secondo la posizione di p rispetto ad su di r , e la 
posizione di r rispetto ad 0/ , intorno ad in P) , diremo g il raggio vellore di 
p , Vangalo di direzioncy p e insieme le coordinale polari di p. si dice il 
polo, ed 0( Vasse polare. 

Vi sono altri modi, o altri sistemi di coordinate, per determinare la posizione 
dei punti nel piano; in questa prima parte della Geometria analitica non consi- 
dereremo che le coordinate cartesiane e le coordinate polari. 

Determinate le posizioni dei punti in un piano per mezzo di un sistema di 
coordinate, ogni ricerca sulle figure piane si può ridurre, come vedremo nello 
sviluppo del Corso, a ricerca su coordinate, e le relazioni tra coordinate di punti 
si possono tradurre in proprietà delle figure alle quali quei punti appartengono. 
Quando tra le coordinate dì un punto vi è una sola relazione, espressa da un'e- 
quazione» essa determina in generale una serie indefinita di punti , ciascuno dei 
quali con le sue coordinate soddisfa a quella equazione; questa serie di punti co- 
stituisce una linea che dlcesi il luogo geomelrico rappresentativo di quelT equa- 
zione ; e viceversa quando una linea è deflnìta da una proprietà appartenente ad 
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ogni suo punto, traducendola in un'equazione tra le coordinate di quel punto » 
questa si dirà l'equazione rappresentativa di quella linea. La Geometria analitica 
si propone principalmente lo studio dui luoghi geometrici defluiti dalle loro e- 
quazioni. 

2. 

Trasformazione delle coordinate. 

3. Questione fondamentale nel metodo delle coordinate è il problema : a Es- 
sendo date in un piano le coordinate (cartesiane o polari) di un punto rispetto 
ad un sistema, trovare le coordinate (cartesiane o polari) dello stesso punto ri- 
spetto ad un altro sistema » , il problema cosi detto della trasformazione delle 
coordinate. 

Supporremo in primo luogo che i due sistemi siano entrambi di coordinate 
cartesiane, e considereremo tre casi diversi della questione. 

1." Si voglia passare (flg. 5) dagli assi Ox,Oj/ agli assi 0'jD',Oy, paralleli 




(flg. 5) 

rispettivamente ai primi, cambiando cioè solamente Torigine degli assi, e conser- 
vando la loro primitiva direzione. Segnando le coordinate di un punto p rispetto 
agli assi primitivi, e rispetto agli assi nuovi, avremo 

01 = 0? , Oin^ y : O'i' = x' , O'm' = y' ; 

poniamo inoltre le coordinate della nuova origine , rispetto agli assi primitivi , 
O/o = 05o , Omo = 2/o, si avrà 

Ol = 0lo + 0'l' , Owi = Owio + O'm' , 
sia 

x=^Xo+od' , 2/ = t/o + 2/'; 

queste sono le formole por passare da assi qualunque ad assi rispettivamente 
paralleli. 
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2. Si voglia ora cambiare la direzione degli assi conservando la stessa origine, 
passando (fig. 6), dagli assi Ox , Oy agli assi Ox^ , Oy'. Siano (a, , a^) e (P, , ^t) 




(fig. 6) 

gli angoli che Ox' ed Oy' fanno rispettivamente con Oa; ed Oy, e sia u) l'angolo 
de^li assi primitivi. Segniamo le coordinate di un punto p rispetto ai due sistemi 
di assi, avremo 

Ol = x , Om = y ; Ot' = a5' . Om' = y'; 

si con lucano dal punto p sopra Ox ed Oy le perpendicolari pX , pji , dal punto 
V la perpendicolare Vl^ e la parallela Vl^ ad Ox, dal punto m' la perpendicolaro 
m'nii e la parallela m'n?» ad Oy. Si avrà (per la relazione tra un lato e l'angolo 
opposto in un triangolo rettangolo) 

pji = m'm^ + pm j = 0;n' seny Oy' + m'p seny Ox' = pm sena? Oy 
pX = l' f 1 + p /j = or sifux Ox' + Vp sena? Oy' = pi senx Oy 



sia 
(1) 



(2) 



X sen (i> = y' sen ^^ + x' sen p, , 
y sen IO = x'sen a^ + y' sen a, . 
Osservando che «i + ^i = «s + ^i = co , si avrà ancora 

X sen w = X' sen (co — a^) + y' sen (io — a^) , 
y sen (o = x' sen «i + y' sen a,; 



queste sono le formole generali per la trasformazione delle coordinate , quando 
si conserva Torigine degli assi. 

Se gli assi primitivi sono rettangolari, sarà sen (0 = 1 , sen (co -dt|) = cosai , 
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sen (cii — aj) = cos a, , e verrà 



(3) 



x = x' cos a, + ì/ cos «j , 
y = ce' sen «i + j/' sen a, , 



formole per passare da assi rettangolari ad assi obliqui. 

Se i nuovi assi sono anche rettangolari , osservando che V angolo dei nuovi 
assi è espresso in generale da a, - a, , sarà in tal caso a, — «i = 90^ , onde 

cosa,=cos(90®+ai)=— cos(90®-a|)=-sena4 , senaj=sen(90Hai)=sen(90®— a^)=cosai , 

si avrà 

a? = x' cos a, — y' sen a, , 
(4) 

2/ = a?' sen «1 + y' cos «i , 

formole per passare da assi rettangolari ad altri assi rettangolari. 

Finalmente supponiamo che gli assi primitivi siano obliqui , e gli assi nuovi 
siano rettangolari, si avrà come sopra a^ — a, = 90', e sen a^^ cos a,; inoltre 
sarà sen( co-aj) = sen[(io-ai) — 90°] = - sen[90' - (w-a^)] = — cos (w - a,), sicché 
le (2) diverranno 

ajseuii) = x'sen((«) - a,) - y' cos (w - a,) , 

(5) 

y sen co = x' sen ai + y' cos a^ , 

formole per passare da assi obliqui ad as$i rettangolari ; esse si riducono alle (i> 
quando (o = 90^ 

3. Si voglia ora cambiare ad un tempo Torigine e la direzione degli assi , 
passando, (flg. 7) dagli assi Ooo , Oy agli assi V , O'y' : si conducano per 0' gli 




(fig. 1) 
assi OVyOy* paralleli rispettivamente ad Ocd ed Oy, e si .segnino le coordi&afe 

• VCL. XXIX. 2 
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di un punto p rispetto a questi diversi sistemi di assi : avremo 

Ol = x , Om = y ; 0'l' = aj' , 0'm' = y' ; Or = a?" , OW = y", 

e per le formole (1) e (2) (conservando le denominazioni precedenti) sarà 

x^Xo + af' , 1/ = I/o + 2/" » 

cp" senw = x' senCio-a,)^?/' sen(w-a2) , y" senw = a?' sena^+i/' sena^ , 

e quindi 

^' sen (to - a,) + 1/' sen (io — a,) 
^ = ^^+ i^ ' 

(6) 

x' sen a^ + y' sen a^ 



2/ = !/o + 



sento 



e queste sono le formole più generali per la trasformazione delle coordinate car- 
tesiane. 

Supponiamo in secondo luogo che uno dei sistemi sia di coordinate carte- 
siane, e r altro di coordinate polari; inoltre coincida da principio il polo con 
Torigine 0, (Dg. 8) delle coordinate cartesiane ; l'asse polare Ol faccia l'angolo i 




(fig. 8) 

con Tasse Ox, e gli assi 0^, Oy comprendano Fangolo co. 

Segniamo le coordinate di un punto p , nei due sistemi, avremo 

Ol = (B , Om = 2/ ; Op = p , angfOp = 6, 

Osservando che in un triangolo i lati sono proporzionali ai seni degli angoli 
opposti, sarà 

Ot _ Om Op • 

senpOy "" senp Oaj ^ senxOy ' 

sia 

sen [io - (0 + T) ] ^^ ^ 8en(0 + t) 
^^' ^ senio ' '^ *^ senio 
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Se gli assi Ox , Oy sono rettangolari si avrà 

aj = pcos(0 + T) , y = psen(0 + t) , 
(8) 
ed oc=pcos6 , yspsenO 

se inoltre Tasse polare coincide con Tasse Ox. 

Se il polo non cade in 0, ma in un altro punto 0', si passerà prima dagli 
assi Oxj Oy agli assi O'x' , O'y'y ad essi rispettivamente paralleli, e poi si passerà 
alle coordinate polari. 

3. Supponiamo Analmente che i sistemi siano entrambi di coordinate polari; 
siano ed 0' i poli , e si conducano ad arbitrio gli assi Ox ^ Oy , e gli assi 
O'o?' , oy ; si esprimeranno , con formole analoghe alle (7) . ce ed y per mezzo 
di p e 6, oc' ed y per mezzo di p' e 0', indi sostituendo questi valori di a? , y, 
x' , y' nelle formole corrispondenti alle (6), si avranno le formole per il passaggio 
dal primo al secondo sistema di coordinate polari. La scelta degli assi ausiliari 
di coordinate cartesiane si farà in modo da ottenere le formole più semplici 
possibili. 

Si osservi che le formole (6) per la trasformazione generale delle coordinate 
cartesiane esprimono x ed y linearmente per mezzo di oc' , y', e quindi risolven- 
dole rispetto ad os' ed y' queste coordinate verranno espresse anche linearmente 
per mezzo delle coordinate oc ed y ; segue da ciò che se in un'equazione algebrica 
qualunque tra x ed y , rappresentativa di un luogo geometrico riferito agli assi 
OXiOy, si sostituiscono per x ed y le espressioni (6), onde avere Tequazione 
rappresentativa dello stesso luogo geometrico riferito agli assi Ox' , Oy'» la nuova 
equazione sarà dello stesso grado della prima; ed infatti il grado non può evi- 
dentemente elevarsi , esso non può quindi neanche abbassarsi , poiché altrimenti 
passando dalle coordinate x' ^y' alle coordinate x,y, per ritornare dalla nuova 
equazione alla primitiva, il grado si eleverebbe, il che ò impossibile. Adunque il 
grado delTequazione di un luogo geometrico, in coordinate cartesiane, è indipen- 
dente dal sistema di assi ai quali il luogo si riferisce « ed è quindi un carattere 
inerente al luogo stesso ; si classificano perciò i luoghi geometrici in luoghi di 
l"*, 2®, 3^ etc. grado, secondo il grado delle loro equazioni rappresentative in 
coordinate cartesiane. 



Relazioni fondamentali tra i punti e le rette nel piano. 

i. Consideriamo sopra una retta R quattro punti (p, , p» , p» , pO determinati, 
rispetto ad un'origine Po , dalle ascisse (pi , Pi , Ps , P4) ; essendo in generale, per 
due punti qualunque p^ , p^ di R 

PiP/ = PoPy-PoP< = P^ - Po 
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sarà 

PiPi=Pi--pi • PiP*=p4-pi ; PsPi=pi-p» > PiPi^Pi-Pi ; PiPi=Pi-pi » PiP4=p4-p»' 

onde 

Pt P» Pi Pi + Ps PrPt Pi + Pi Pi -P» Pi - 
(0 

(Pt - Pa) (Pi - Pi) + (Ps - Pi) (Pi " Pi) + (Pi - 9%) (fs - Pi) = 0. 

Supponiamo che per tre punti p , p^ , p^ ^^ ^ ^^ abbia la relazione 

PiP:pPi = fci:*i; 

secondo che il rapporto fc^ : fc, è positivo o negativo il punto p sarà interno o 
esterno al segmento p^ p, ; si avrà in ogni caso 

P-Pi '•Pi-P = fti '•*!» 
onde 

(2) (fei + &i)p = &»Pi + &iPf 

Pel punto medio di P| p, sarà ft| = fc^ , onde P = « (Pi + P») > © pel punto all' infi- 
nito di R sarà fc» = — ft, , onde p = ± «> . 

Supponiamo che per le due coppie di punti (p, , P|) e (p' » p") si abbia la 
relazione 

PiP' ; P'Pi = -PiP" 2 p"Pj. 
ciò che vale lo stesso 

P'Pi ". PiP" = -P'Pi •- PiP"» 

il che si esprime dicendo che le estremità di ciascuno dei due segmenti PiP2>P'p" 
dividono armonicamente Taltro segmento; sarà. 

P'-p*"-Pi~p' = Pi-p" = Pi-p"» 
onde 

(3) P,Pì + P'p" = ^(Pi + Pi)(P' + p"). 

Le due coppie di punti (p, , p^) , (p' , p'') che verificano la relazione (3) si dicono 
coniugale armoniche tra loro, ed i punti di ciascuna coppia si dicono coniugati 
armonici rispetto ai punti dell'altra. 

Facciamo coincidere 1* origine p» col punto medio di uno dei due segmenti 
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PiPt<P'p"t supponiamo del primo; sarà p^ = -f^:=p, e requazione (3) darà 



(4) 



p'p" = p» , Tale a dire PoP'-p.p" = ^ (PiPt)*- 



Facciamo coincidere invece l'origine p» con uno dei quattro punti proposti 
p. e. con Pj, e sia p il punto medio del segmento p'p"; sarà Pi=0, p = s(P'+P")> 
si avrà quindi 



(5) 
onde 



P' P" = I Pitp' + P") = Pi P . sia p, p' -p, p" = p, pj .p, p 
1 _1/1 1\ . 1 1/ 1 . 1 ^ 



I segmenti Pi p' , Pi Ps , Pi p" si dicono in progressione armonica ; la seconda 
delle formole (5) determina il medio armonico PfPs tra PiP' e Pip", ed è ma- 
nifesto da essa che se tre segmenti (con un estremo comune) sono in progres- 
sione armonica , i loro valori reciproci saranno in progressione aritmetica ; la 
prima poi delle formole (5) esprime che in una progressione armonica il prodotto 
degli estremi è eguale al prodotto del loro medio aritmetico pel loro medio ar- 
monico. 

Consideriamo ora per un punto p in un piano P quattro rette (ri , rt s ^t « O 
determinate, rispetto ad un'orìgine r^ , dagli angoli di direzione (0| , 0,^ , 6, , O4) ; 
essendo in generale per due rette qualunque r^^r^j per p in P , 

e quindi, per la Trigonometria , 

sen r< r^ = sen 0^ cos e< — sen 6< cos 0^ = 



senOy , senO^ 



cos Oy j cos 0{ 
se si applica questa formola successivamente alle coppie di rette 

(*•»»*•,), (fi, O ; (rj,r,), (r,,r4) ; (r, ,r,) , (r,,^) 
si avrà 

sen r j r, • sen r, r^ + sen r, r, • sen r, r^ + sen r^ r, • sen r, r^ = 



senO^ , senO, 
cosO^ , coso. 



senOi , senO^ 






+ 


cos6| , cosO^ 





senO, , sene, 
coso, , cosO| 



seno, , senO^ 
cosOj » COSO4 
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)i , senOj senO, , senO^ 

cos6( , cosO, cosO| , COSO4 

senO| , senOs » senO, , sen94 

cosO| , cosO, y COSO3 , COSO4 

senO^ y senO^ , senO, , sen04 

cosO, , COS62 , cosOj , COSO4 



= 0. 



Se invece di r^ si considera la retta ?V ad essa perpendicolare , per p in P, la 
formola (6) si potrà scrivere invece 

(7) sen r^r^ . cos r^r^ + sen r^r^ • cos r^r^ + sen r,r, . cos r3r4 = 0. 

Supponiamo che per tre rette r .r^ y v, per p in P, si abbia la relazione 
sen r^r : senrr2 = fc, : ft^; 

secondo che il rapporto ft| : k^ è positivo negativo la retta r sarà interna o 
esterna all'angolo r, r^ ; si avrà in ogni caso 



onde 

(8) 



sen (6 - Oj) : sen^Oa - 0) = k^ : fc, 
fcj sen 0, + k^ sen 0, 



tango = 



fcjCOsOi + /C4 cosOj 



Per la bisettrice interna, pure esterna, dell'angolo r^r^ sarà k^ = k^, pure 
fc, = -fc2; nel primo caso sarà 



e nel secondo 



tang 6 = tang ^ (6^ + 0^) , 



tangOri-cotgCOt + Oa), 



come era facile prevedere. 

Supponiamo che per le due coppie di rette (r» , r») ed (r' , r"), per p in P , 
si abbia la relazione 

sen r» r' : senr' r^ = - sen r, r" : sen r" r» , 
ciò che vale lo stesso 

senr' fi : sen r» r" = - sen r' r^ : sen r^r'', 
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il che si esprime dicendo che i lati di ciascuno dei due angoli fi r^ , r' r" dividono 
armonicavienie Taltro angolo ; sarà 

sen (0' - 0,) : sen(0, -- 0') = sen (0, - 0") : sen (0^ - 6") , 

(9) 

1 
onde tanO| tangft^ + tangO' tangO" = ^ (tangO. + tangOi)(tangO' + tangO"). 

Le due coppie dì rette (r, , r^) , (r' , r") che verificano la relazione (9) si di- 
cono coììiugate armoniche tra loro, e le rette di ciascuna coppia si dicono con- 
iugate armoniche rispetto alle rette deiraltra. 

Facciamo coincidere Torigìne r^ con la bisettrice interna di uno dei due an- 
goli r, Tj , r' r", supponiamo del primo ; sarà Oj = — Oj = 0, e Tequazione (9) darà 

(10) tang6' tang'' = tang*0, vale a dire tangfor' tangrof" = tang* - r.ft 

Facciamo coincidere invece Torigine Tq con una delle quattro rette proposte, p. e. 

con r, , e sia r la bisettrice interna dell'angolo rV; sarà 64 = 0, = 5(6'+ 0"), 
si avrà quindi 



onde 

pure 
vale a dire 



tang 6' tang 6" = - tang 0^ (tang 0' + tang 0") , 

tan{?Ot 2 VtangO' ^ tangO'V ' 
sen 6' sen d" = tang 0, senO cos , 



(II) _L_=*|^__i_+__L_) 

tangrifj 2 \tangrir' tangr,r"/ * 
sen rg r' • sen r^ r" = tang r, r j • sen r^ r cos r, r . 
5. Siano , (flg. 9) (x^ , y,) ed (Wf , i/t) '^ coordinate cartesiane di due punti 




(flg. 9) 
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Pi e ps rispetto agli assi Ox , Oy in un piano P ; siano a e ^ gli angoli che la 
retta p, p, fa con Ox ed Oi/ , D la distanza Pi Ps , ca Tangolo degli assi ; si avrà 

sen ^ sen a sen ca * 
Ora essendo co = a + p sarà» per la Trigonometria, 

senti) = sena cosp -{- sen^ cosa , cosco = cosa cos^ - sena sen^ , 

(2) onde sonica =s sen'a + sen*^ + 2 sena sen^ costo , 

(3) quindi D« = (a?, - a?,)* + (Vi " 2/i)* + 2 (x, - a?t)(t/| - y^) cosw , 

formola che dà la distanza tra i due punti Pi e p^. Se gli assi sono rettangolari 
sarà invece 

(4) D« = (x,-a?t)* + (i/,-y,^ 
Se il punto Pi cade nell'origine delle coordinate sarà 

D* = a?4« + i/,* + 2a74«/,cosw, o D* = oj,* + j/,* , 

secondo che gli assi sono obliqui o rettangolari. 

Siano PfPi>P2 tre punti in linea retta; segnando le loro coordinate sarà, 

(flg. 10) ?lP = fj-* = ^Jii^-?-i poniamo, onde 

PPt Wl ^^t *2 




da cui si ricava 



(fig. 10) 



fc«a?> + »» «1 _ ftty»+»tyi 



^'^ ^= M^ft. ' ^= «. + ftì 
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Queste formolc danno le coordinate del punto p sulla retta p, p^ , pel qunle 
le distarne da ;>, e p^ sono nf.'l rapporto A, : fta ; quinili, per le cose dette innanzi, 
se i punti p' e p" hanno )e coordinate espresse da 



X' 



R^iX/^'T n^Xg 









ft, ft. 



/?,-ft. 



onde, posto 

h'(ht f ftj) = »'•(», - ft,) . *o sia fc,(ft" - ft') = ft,(ft" + ft"). 



x,= 



ft-ft" 



fc'+ft" 



le (lue roppio di punti (p, , pj) , (p' , }j") saranno coniugnte armoniclie tra loro. 

Sia p un punto qualunque della retta , che passando pel punto (x, , y,) fa 
gli angoli a e ^ con gli assi ; per le forinole (I) sarà 



(6) 



sen^ sena ' 



questa equazione, esprimendo una relazione tra le coordinate di un punto qualunque 
delia retta proposta, ne sarà l'equazione rappresentativa. Se gli assi sono rettan- 
golari chiamando T angolo che la retta p,p fa con l'asse delle x, l'equazione 
dircrrà 

y-yi = '.x - X,) tang 0. 

Eliminando tra le formolc (5> il rapporto Ar, : A-, si avrà 

x-x,_ _ yj:ìh_ 

«1 - «'i ~ i/i - Vi ' 
e {uazione delia retta che passa per i. punti p, e p^ ; ad essa può darsi la forni» 

X , y , \ 
\1) acCj/i - y») - ì/(aj« - se») + x, y» - y, ac» = x 



I • 



y^ 



1 



»» . yi 



1 



= 0. 



Segue dalle cose dette che tre punti Pi , Pt , p* saranno per dritto quando le 
loro coordinate soddisfano alla condizione 

«'i(y«-y»)+a!»fyj-yi)+^j'y.-yi)-^0. o sia y,(aj,-x,)fyt^jc,-x,)+y,(x,-aj,)^0, 

fluaimcute 



<"« . y« I 

a'» . Vi . 



1 



= 0. 



VOL. XSIX. 
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L'equazione della retta sarà della forma aj== a , o pure 1/ = ò , secondo che 

tale retta è parallela all'asse 0;/, all'asse Ox; se la retta paa&a per rori«»ino 

sen CL 

delle coordinate la sua equazione sarà della forma y = mx , essendo m = , 

^ ^ sen p 

pure m = tango, secondo che gli assi sono obliqui rettangolari. 

L'equazione di una linea retta, in qualsivoglia sua- posizione rispetto agli assi, 

è sempre di primo grado nelle coordinate {x^y) di un suo punto qualunque , o 

sìa della forma 



(8) 



Ao? + By + C = ; 



viceversa ogni equazione di questa forma rapiircsenta una linea retta ; ed infatti 
se (^ , 2/) , {x^ , 2/1) , (a*t , j/i) sono tre punti del luogo geometrico rappresentato da 
questa equazione, sarà 



Aa? + Bt/ + C = , Ao?, + By, -f C = , Ax, , By, -1- C = , 



onde 



0?, , 



y 

Vi 
Vi 



= 0. 



che è (supposti fissi i punti p^Pte variabile il punto p) l'equazione della retta p, p^. 

Per la retta (8) sarà -ir = ^, pure -=r-=:tang6, sccon lo che gli assi 

B sen p ^ B ^ ® 

sono obliqui. rettangolari, a,p,0 avendo lo stesso significato come sopra. 

Siano a e ò le parti che la retta (8) taglia sugli assi, a contare dall'origine; 

esse si otterranno ponendo successivamenta in (8) y = 0, ed sa = ; si avrà cosi 

C 

a = -— , 6r= — -1, sicché all'equazione della retta proposta potrà darsi la forma 



B 



l9) 



e b 



Se Tequazione della linea retta (8) è data sotto la forma 

y = mx + 6 , OJ = ny + a , 

sena sen 3 ,. , , , .. . , x^ x 1. 

saranno m = =•, n = ^, e dinoteranno a e 6 le parti che la retta taglia 

sen p' sena * ® 

sugli assi Ox , Oy. 

Sia t3 la lunghezza della perpendicolare abbassata sulla retta (9) dairoriginc, 

.e siano X e {i gli angoli che questa perpendicolare fa con gli assi ; sarà eviden- 



Digitized by 



Google 



temente, (flg. 11) 



>( 19 )( 
C3 c=aco8X = bcos|jL , 




0/ ^ XX 

(flg. li) 

quindi Inequazione (9) diverrà 

(10) acosX + J/C0S1JI - C3 = ; 

questa si dice T equazione 'aormaXc della linea retta. Si perviene immediatamente. 
alTequazione (10) proiettando le coord nate {x ^y) di un punto qualunque p della 
retta, (fig. 11) sulla perpendicolare cs. 

Se gli assi sono rettangolari , chiamando i Tangolo che la perpendicolare a 
fa con Tasse delle ascisse, l'equazione (10) diverrà 

(11) a? COSI + y seni — 53 = 0'. 

Tra gli angoli e x che la retta proposta, e la perpendicolare ad essa, fanno con 
Tasse delle jiscisse si ha la relazione tangOtangT=— I. 

Per ridurre Tequazione (8) alla forma normale (10), indicando con ^ un rool 
tiplicatore da determinare, sì potrà porre 

A COSA = A , fccos|jL = B , — Ac3=-C; 

ora essendo (o~X + [a si avrà (analogamente a (2)) 

(1 -2) sen'w = cos^À + cos^yi - 2 cos X cos iJi cos w , 

e quinJi 

k- senno = A* -f B* - 2 AB cos w , 

onde 

. A senio B senio 

cos A = . cos jJl = 



Va* + B*-2ABcosio * n/A« + B--2ABcosio' 
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c per conseguenza 

. B — Acosw A — Bcosco 

scnX = ■ , sen|jL = 



Va* + B* - 2 ab cosco \'À* -i-B* -~2 ab COSO) 

(13) 

B - A cos co ^ A - B cos io 

langX— — , tang;x= — ^r , 

° A senio ^' B senio 

ed inoltre 

C senio 



\/A« + B*- SABcosio 
Se gli assi sono rettangolari si avrà invece 

A B 

cosT= — , seni = 

Va* + B* Va* t b* 

(14) tangT = ~, 



C3 =^ — ■ 



Va* + B* 



Sia S la lunghezza della perp. ndicolare abbassata dal punto (x^ . y^) sulla 
retta (10); conduccndo per quel punto la paralleli alla retta proposta, la sua 
equazione sarà evidentemente 

(1 5) X cos X + t/ COSJJL - (C3 -h 8) = , 

doven«losi prendere 6 col segno + o col segno - , secondo che il punto (x, , y,) 
e rorigine delle coordinate si trovino in parti opposte, o dalla stessa parte, ri- 
spetto alla retta proposta; ora la retta (15) dovendo passare pel punto (x, ,i/,) 
si avrà la condizione 

ar, cosX T 2/i cospi — (c3 + 6) = , 

siccbè sarà 
(16) 3 = 0?, cosX + y, cos jil - ». 

Se l'equazione della retta è data nella forma (8) si avrà 
j^v . 2 ^ (AX| + By, + C) senjo^ 



VA*TB*^-2ABcosio 
Se gli assi sono rettangolari sarà invece 
(18) 5 = ir,cosT + y, seni-CT. o g ^ ^a?, + By, jf_C 

Va* + b* 
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6 Siano 

A.oj -h B,y + C, = , k^x + BjV -I- Cj = , 

le equazioni di due linee rette R| , R^ ; i due angoli da esse compresi sono gli 
stessi degli angoli compresi dalle perpendicolari r, ed r^ ad R, ed Rj condotte 
da un punto qualunque, p. e. dall'origine delle coordinate; siano (^i,»Vf),(Xj ix^) 
gli angoli che r, ed r^ fanno rispettivamente con gli assi Ojo , Oj/ , e sia f l'an- 
golo r, Tj ; si avrà rj r^ = X, - X, = [x^ - pi, = 9 , onde 

CO89 P= cos(X2-"^i) = cos([Ji,-pLj) , sen? =■ sen(X,-X,) = sen(pL,-pLjì ; 

sostituendo nello sviluppo trigonometrico di questo formolo per i seni e coseni di 
^1 9^1 9 pure di pii , [x^ * i loro valori dati da formolo analoghe alle (13) del nu- 
mero precedente, si troverà 

(A, Ao + B, Bj) - (A, B, + B, A.) costo 

COS? - vii 1 Z/ V 1 Z IX 



(h 



onde 



sen:f = 



VA|* + Bj* - 2 a, B4 cos w VAj* + B,* - 2 Aj B, cos w ' 

(A| B2 — B| k^^ senw 
>/A|* + B,«-2A,B, COSO) \/A2*4-B,»-2A, BjCÒsw ' 



, (A^B.-B^A^) sento 

(A,A2-l-B4B,)-(A,B2 + B, Accosto' 

Se ^li assi sono rettangolari si avrà invece 

A4A, + B,B, A, Bo-B, A* 
cos? = *— ' - ' ' -- , scn 9 = — ^ — -•- * 

VAi^ + B,* Va,2 + B,« \'A,* + B.* Va.^ + B,' 

C3) 

A, B, - B, Aj 

^^"g^^ AU^ + B.B/ 

Se le due rette R, , R^ sono tra loro parallele , o pure perpendicolari sarà 
tang9 = 0, pure tang? = oo, onde 

A,Bj - B^A, = 0, pure A^A^ + B^B, - (A,B, + B^A,) costo = : 

se ^li assi sono rettangolari sarà 7^ = ir» ^ P""*® T^ ="" IT' «dunque i rapporti 

dei coelTtcientì corrispondenti di x od y nelle equazioni di due linee rette sono 
eguali, e con Io stesso segno, per le rette parallele, reciproci, e con diverso 
segno, per le rette perpendicolari. 

Supponendo ancora gli assi ortogonali, siano y^m^x, ed y = m^x, le equa- 
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zioni delle parallele r^.r^j alle rette R, , Bj , condotte per l'origine, e siano 0^ 
e 6, gli angoli che esse formano con l'asse delle ascisse; indicando con f l'an- 
golo ì\r^ si avrà ? = 0j— 0, , onde 

.A A X tangOj -tango, 
tang© = tang{Oj - 0,) = r-.-f- - ,--t-^ r > 
°^ *' * '^ 1 + tango, tango,* 

e quindi, essendo tangO, = m, . tang 02 = ^2 , si avrà 

1 + rw, wi, 



Per le rette tra loro parallele sarà ?7i, =mj, e per le rette tra loro perpendi- 

ri sarà 
Siano 



colari sarà wk = . 



le equazioni di due linee rette che comprendono tra loro l'angolo cp : ricavando 
da (3) 977, , pure m, , e sostituendone il valore nella 2*, o nella 1*, delle sud- 
dette equazioni, si avrà 

m^- ang9 ^ ^^ 2/ - 2/, = t^* 1*-^^^ (x - Xj) ; 

'^ ^* l-f-wi2tang9 ^ i^» 1 — m,tang9 

la 1*. la 2*, di queste equazioni dinota la retta che passa pel punto (a!7|,2/|). 
pel punto (^2 , yt)i e fa con la 2', o con la P, delle rette proposte l'angolo 9. 
Siano 

A,x + B,t/ + C, = , Aj.'w + B,t/-hC, = 0, 

le equazioni di due linee rette R, , R^ ; i valori di x ed y clic soddisfano a queste 
(lue equazioni saranno le coordinate del punto comune alle due rette ; esse sono 
date dalle formole 

_ Bi Ct - Ci B2 ^ Cj Af- A,Ct 

A, Bj — B, Aj A, B, — B, A, 

Se il denominatore si annulla i valori di a: ed 1/ diventano influiti, e le due retto 
R, , R2 sono tra loro parallele; se inoltre si annulla uno dei numeratori si an- 
nullerà anche l'altro, i valori di x ed 1/ diventano indeterminati, e le duo linee 
rette H, , R, sono tra loro coincidenti. 

Sia l'equazione di una linea retta R Aa? -f By + C = ; le coordinate (x,t/) 
del suo ))unto d'incontro ;) con la retta che congiunge i due punti p, e 2>2 » ^i 
coordinate (a?| , y») ed (Xj , y,) si possono ottenere nel seguente modo : le coor- 
dinate del punto p si possono supporre espresse dalie formolo 

ft, Xj + ft, a?, h^ yt 4- ht y, 
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Il 77 1} 

inilicnntlo con -^ il rapporto di segmenti ^-^. Queste coordinale dovendo soildi 
sHirc nirequazione della retta R si avrà la condizione 

A-, {\x^ + By, + C) + fcjfAaj, 4- By, + C) = , 
onde 



;5) 



e per conseguenza 



^ _ _ Aag, -f Bj/i ^ C 
hi "" Axt + Byj + C ' 



(Aa?^ + ...)- (Aa?i + ...) ' •^"" "(A^, + ..0 - (Ao?, + ...) ' 

Il rapporto - .— è eguale a quello delle perpendicolari abbassate da p^ e p^ 

sulla retta R. 
Essendo 

A,a5 + B,y f C, = , k^x + B,y + C, n: , 
pure, in forma normale, 

X cosXg + y cos [x, - «4 = , x cos X, + y cos ^^ - ct, = 
le equazioni di due linee rette R, , R, , Tequazione 

fc,(A^cc + B,y -f C) + &j(Aja; + B,y + C) = , 

pure fci (ac cosX| + y cospL| — o,) + k^ix cosX^ + y cospi^ — o,) = , 

dinoterà, rimanendo indeterminato il rapporto k^^kf, una retta qualunque R die 
passa pel punto p comune alle due rette R, , R, ; ed inratti le coordinate di p 
veriOcando le due eqnazioni date, soddisferanno anche all'equazione {!); il rap- 
porto ki : ki resterà determinato assoggettando la retta R ad una conJizione , 
p. e. ad essere parallela all'asse 0^, o all'asse Oy, o a passare per Torigine 0, 
eguagliando a zero in (Y) il coefliciente di co, o il coefTiciente di y, o il termine 
indipendente dalle coordinate ; in generale se si vuole che la retta R passi per 
un punto (Xo>2/o)* esprimendo questa condizione e per mezzo di essa eliminando 
poi da (7) il rapporto ft, : k^ , verrà per equazione della retta cercata R 

(AtaJ+B,y+C,)(AtaJo+Bjyo+C,) - (AjOc+Boy +Cj)(A,a;o+B,yo-HO,) =-- , 

pure 

(05 cosX, + y cos ;j| - 13,) {x^ cosXj + y„ cos |x, - «,) 

- (x cosX| + y cos |JL| - dt) (x^ cosX, + y^ cosili - C3,) = 0, 
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Ncirequazione (1) di R il rapporto - -^ sarà eguale o proporzionala al rap- 

porto delle perpendicolari abbassate da un punto qualunque di 11 sopra R| ed H^, 

scnRR, 



vaio a dire eguale o proporzionalo al rapporto 



, secondo che le equazioni 



san UR2 
di U, ed R, sono pur no nella forma normale. Segue da ciò che le equazioni 

fti(ajco8X,+...)+'tt(05CosX2+- .)=0 , e ft,(a7cosX|f ...)-*V^cosXj+..0==0 , 
(8) 
pure ft,(A,a?f...) + VA«ajf...) = 0, e ft,(A,a(;f ...)-MAi^+-) = ^ » 

dinotano due rette IV , R" coniugate armoniche rispetto alle due rette R| , R^ In 
particolare le equazioni 

(a?cosX, +...) 4- (a;cosX2-f...) = , od (accos), +...) - (^cosX, +,..) = , 
(9) 



pure 



ed 



Va,* + b,* - 2 a, b, cos u) Va,* + b,* - 2 a, b, cos w 



-0. 



A,aj + 



AjO? + ... 



Va,* f B,* - 2 A, B^ cos w VAj* + B,* - 2 A, B, cos w 



_— - , 



rappresentano le due bisettrici R' ed R" dei due angoli supplementari compresi 
dalle due rette R, ed R,. 

Siano tre linee rette R, , R, , Rs rappresentate dalle equazioni 

A,a?+B,y + C, = , A,» f B,!/ + C, = , A3X + B^y + C, ^0 ; 

se esse concorrono in imo stesso punto , queste equazioni dovranno essere sod- 
disfatte da uno stesso sistema di valori di no ed y, onde la condizione 



(IO) 



A| , B, , C, 
At , B, , Cj 
As , Ba . Ca 



= 0; 



ad essa si potranno dare forme diverse sviluppando il determinante secondo gli 
clementi di ciascuna linea di ciascuna colonna. 

Quando le equazioni delle tre linee rette Ri^R^tRs sono tali che formando 
l'equazione 

A-, (A^a; + B,y + C,) + A*, ,A,x + B,y + C,) + A-jCAjX + B,y + C5) = , 

(11) vale a dire 

(A|A, + A,A| +•*,-*») » + (*iB| + h^t + M«) 1/ + (*iC| + fr,C| + A3C1) = , 
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sia possibile determinare k^ :k^ : k^ in modo che l'equazione (11) sia soddisfatta 
identicamente, cioè qualunque siano i valori a ed i/, le tre linee rette concorre- 
ranno in uno stesso punto ; ed in fatti prendendo per x ed y i valori delle coor- 
dinate del punto d'incontro di due delle rette date, p. e. di R, ed Rjj , nell'iden- 
tità (11) si annulleranno separatamente le parti moltiplicate per hi a h^^ si an- 
nullerà quindi anche quella moltiplicata per k^ , vale a dire la retta R, passerà, 
pel punto comune alle altre due rette. altrimenti ; per Tidentità (il) dovrà essere 



onde la condizione 



Ml■^Mt+M« = , ft,C,+;i,C2+ftaC3 = 0, 



A| ^ A 



z » 






= , ciò che vale lo stesso 



A, 


1 B| , C| 


A. 


► Bj , Cj 


A, 


» Bj , Cj 



= 0. 



che è appunto la condizione adinchè le tre rette R, , Rj , R^ passino per uno 
stesso punto. 

6. Siano (a;, , jf,) , (x^ , y») , (x^ , 1/3) le coordinate dei vertici p, , P2 , Ps fli un 
triangolo ; se ne voglia l'arca T espressa per mezzo di esse. La distanza D fra ì 
punti Pi e P2 è data dalla formola 

D« = (X| - x^y -f (Vi - Vt)' + 2 (05, - x^) (y , - y^) cos w , 

e l'equazione della retta che li congiunge è 

aj (y, -yt)-y (a?, - x,) + x, y^ - y, x, = , 

quindi la distanza del punto p^ da questa retta sarà (per la formola (17) del 
numero precedente) 

. _ [^a iVi - Vi) - ^3 (^i - ^1) -f flCt y2 " 2 /i ^2 ! sen co 

D ' 

ora T = - 6D , sarà quindi 



T = 2 (aj, (y, - y,) -f a?,(ys - yO + X:,iy^ - y^)] sen 



(0 



(I?) 



1. 



= 2^2/1(^8 -a?t) + 2/» (^1 -a^s) -f ysCflCa-aj,)! sen 



co. 



Se Ps cado nell'orìgine sarà T == - (x, y^ — yi X2) sen u>. Ponendo T = si ha la 

condizione aflinchè i tre punti PoPt^Ps siano per dritto. 

voL. XXIX. 4 
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Siano ora (oo^ , i/,) , (x, , y^) , ... (x«_i , i/n-i) > (^« . Ì/J ^^ coordinate dei ver- 
tici di un poligono qualunque; prendendo nel suo interno un punto arbitrario 
(^»!/)> e congiungéndolo con i vertici del poligono, le aree dei triangoli nei quali 
resta cosi diviso ir poligono saranno date da 



addizionando queste equazioni si avrà per l'area del poligono proposto 

(13) Zj Tm+I = 2 f^*^» y* - y«aBO + (Xjt/, - Vt^») + - + (^liVi - Vn^ù] WD ia , 

formola indipendente, come è naturale, dal punto (x ,y). 

Diremo finalmente poche altre cose sui punti, e sulle rette nel piano adope- 
rando le coordinate polari. Siano, (flg. 12) (fa^i) Apt^h) 1^ coordinate polari 




(flg. 12) 

di due punti Pf iPs rispetto ni polo ed all'asse polare Of , e sia D la distanza 
PiP,; sarà per la Trigonometria 

(14) 1)« = p,* + ^,'*- 2 p,p, Coseni-»,). 
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Es«eo,dQ 4i(^ uQa Uni^ retta B, (fig. 13) sia a la lunghezza della qerpendi- 

ìff 




(fig. 13) 

colare condotta su di essa dal polo, e sia - l'angolo che questa perpendicolare 
fa con l'asse polare; si avrà per ogni punto (p, 6) della retta la relazione 



(15) 



p cos (6 - t) = o , 



che sarà quindi l'equazione della retta R in coordinate polari. 

Àireqgazione (15) si può pervenire partendo dall'equazione della retta R in 
coordinate cartesiane; supponiamo, per maggiore semplicità, gli assi ortogonali, 
coincidente Forigine col polo, e Tasse delle ascisse con Tasse potare. L'equazione 
della retta proposta, in forma normale, sar^ allora 

X COSI + y seni — = 0, 

ed essendo, per un punto qualunque p, in generale as=:pco8 6 , i/ = psenO, 
Tequazione della retta diverrà , con la sostituzione di questi valori di ao ed j/ , 
p C08(4 - t) = a , come sopra. 

Se Tequazione cartesiana della retta è Bella forma 

Aa? + By + C =» , 

si ridurrà prima alla forma normale, e poi si trasformerà in coordinate polari. 



Questioni diverse sui punti, e sulle rette nel piano. 

7. Siano in un piano P più punti 2)t 9 Pt> •••?/...?« ed una retta R; rispetto 
a due assi Ox , Oy (ad angolo di) siano (aSi , y^) le coordinate di p^ , e sia 

aCQsX + l/Cft8Iil-O=;0, 
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Inequazione di R nella forma normale; indicando con S^ la lunghezza della per- 
pendicolare abbassata da p^ sopra R, e con Jii un coefTiciente dato arbitrariamente 
(positivo negativo), formiamo la somma 

2fcj-8^ = 2&^(aJiCOsX 4-i/iC0S[x - o) = cosX2fc^aj^ + cosiJi Sfc,- y^ -c3 2fc^ = feS , 

(0 
avendo posto 2 fr ^ = fc , fea? = I A;^ X| , ftj/ = L A;, i/^ , 

xcosX + ycosiJL --n = S. 

Chiamiamo k il coefllciente risultante dei coefflcienti componenti k^ annessi ai 
punti PiikiSf il momento di /c^- rispetto alla retta R, ed il punto p di coordinate 

il centro delle medie distaiìze dei punti p^ con i coefflcienti k^; la formola (1) 
esprimerà la proprietà che la somma dei momenti di un sistema qualunque di 
coefflcienti annessi ai punti p^ in un piano P, rispetto ad una retta qualunque R 
in P, è eguale al momento del loro coefficiente risultante , annesso al centro p 
delle loro medie distanze, rispètto alla stessa retta R. 

Se la retta R passa per il punto p, sarà 2/ij-6^ = 0, e viceversa, supposto h 
diverso da zero. Se ft = 0, senza che siano nello stesso tempo 21^,05^ = > e 
Zftj.y,. = 0, il punto p cadrà all'infinito; finalmente se sono verificate tutte e tre 
le suddette condizioni, il punto p sarà indeterminato, e rispetto ad una retta qua- 
lunque R la somma dei momenti del sistema sarà njj]lo. 

Considerando i punti del sistema in un ordine qualunque (ciascuno col pro- 
prio coefficiente) per trovare il centro delle medie distanze si dividerà il segmento 
Pi Vi •" Pi2 "6* nipporto inverso di ft, : ftj ; indi si dividerà il segmento p^Ps in 
p,23 "6l rapporto inverso di Jc^ik^ -f fe^.... e cosi di seguito sino a che tutt*i punti 
del sistema siano stati adoperati ; Tultimo punto al quale in tal modo si perviene 
sarà il centro delle medie distanze del sistema. Questa costruzione è indipendente 
dagli assi delle coordmate. 

p]sseni1o Oli ed 0/?i^ le coordinate di p^- , 01 , Om quelle di p, i punti l ed m 
saranno i centri delle mddie distanze dei coefficienti k^ annessi rispettivamente ai 
punti li ed m^; il primo, o il secondo, di questi punti rimane inalterato comuu- 
que si mutino le ordinate, o le ascisse, dei punti p^. 

Dalle formole (2) si deduce 

(3) 2ft^(x-ac,.) = £*;<• I<1 = , Ifc^Cy -y^) = lA^.m^m = 0. 

Siano ora in un piano P più rette R, , R, , ... R^, ... R^ ed un punto p; ri 
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spetto a due assi Ox , Or/ (ad angolo w) sia 

X COSli + y COS [JLj - C3f = 0. 

l'equazione di R^ , nella forma normale , e siano {x , y) le coordinate di p ; indi • 
cando con S, la lunghezza della perpendicolare abbassata da p sopra R^ , e con 
ki un coefllciente dato arbitrariamente (positivo o negativo), formiamo la somma 

(4) Ikfii = 2^i(a?cosX<+j/cos|jL^-o,) = x Ihfiosli+ylhfios]!^ - Sft^»^ = kS , 

avendo posto k cosX = £ ft^ cosX^ , k cos[ji = £ fc^ cos[JIj , ka = Zkiai, 

X cosX + y cospi— c3 = ; 
essendo in generale 

sen*w := cos*X^ + cos*|jl< — 2 cosX^ cosjjl^ cosco , 
sen*w cosR^Ry = cosX^ cosX^. + cospi^ cos|Ay - (cosX^ cospiy + cosix^ cosX^ còsw , 

sarà 

(5) k* = Sfcf* 4- 2 S ft^ kj cosRi Ry , 

Chiamiamo k il coefllciente risultante dei coefllcienti componenti k^ annessi 
alle rette R{, e riguardiamo k annesso alla retta R che ha per equazione 
oc cosX 4-1/cospi — c3 = 0, e che diremo l'osse deWe medie distanze delle rette R^ 
con i coefficienti R< ; detto k^ 5^ il momento di &,. rispettò al punto p, la formoli 
(4) esprimerà la proprietà che la somma dei momenti di un sistema qualunque 
di coefficienti k^ , annessi alle rette R.- , in un piano P» rispetto ad un punto qua- 
lunque 2) in P, è eguale al momento del coefficiente risultante fc, annesso alFasse 
delie medie distanze di R^ con A;^ , rispetto allo stesso punto p. 

Se il punto p cade sulla retta R sarà Sfc^Sj^O, e viceversa, supposto k 
diverso da zero; se, supposto Sfe^cs^ diverso da zero, si ha SkjCOsX^^O , e 
£ kjCOspL^^O, onde anche /c = 0, la retta R cadrà airinfinito, e la somma Ift^S^ 
sarà costante per qualunque punto p nel piano P ; se poi si ha inoltre I^.cs -=0, 
la retta R sarà indeterminata, e rispetto ad un punto qualunque p la somma dei 
momenti del sistema sarà nullo. 

Considerando le rette del sistema in un ordine qualunque (ciascuna col pro- 
prio coefficiente) per trovare Tasse delle medie distanze si portino sulle rette 
R, ^Rj (a partire dal loro punto comune p, 2) segmenti eguali ai coefficienti ki,h^, 
e costruito su di essi il parallelogrammo, la diagonale R,,, condotta per p^^, 
sarà Tasse delle medie distanze di (R, , R,) con ì coefficienti (;t, , k^), e dinoterà 
in grandezza il coefficiente risultante ht^ di (ki , k^) ; indi si portino sulle rette 
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Kfs » ^s (a partire dal loro punto comune Pi^s) segmenti eguali ai coefOcienti hn 
e ^3 , e costruito su di essi il parallelogrammo, la diagonale Bn^y condotta per 
Pijj , sarà Tasse delle medie distanze di (R^ , R, , Rj) con i coefficienti {k^A^k^* 
e dinoterà in grandezza il coefficiente risultante fc|ts di (fe, , k^ , fcj), e cosi di 
seguito sino a che tutte le rette del sistema siano state adoperate ; Tultima diar 
gonale alla quale in tal modo si perviene sarà Tasse delle medie distanze del 
sistema, ed in grandezza ne dinoterà il coefficiente risultante. Questa costruzione 
è indipendente dagli assi delle coordinate. 

Siano (a^ , 6^) ed (a , b) le parti (0I< , Om^) ed (Ot, Om) che le retto R/ e la 
retta R tagliano sugli assi delle coordinate ; sarà 

Gì cosX| = bi cosjii = «1 , a cosX = 6 cos [i = o , 



a = 



Zfc^a^cosXj 
2 fc^cosXj 



6 = 



Zk^biCOs^i 
Ik^cosv^i ' 



onde 



£fc<(a<-a)cosX j := Ui^Ufioski = , 2*^(6^ - 6)cos|a< = 2fc<wiw<cosii< =? 0^ 

In particolare si supponga A;< = — , e sia s il numero delle rotte R^ ; si avrà 
allora 



(6) 






a, 



Oli 



Onii 



I punti I ed m, determinati da (6), si dicono ccn(rì dette medie armomc/ie dei 
sistemi di punti l^ ed m^, sulle rette Ox ed Oi/ rispetto alT origine 0; adunque 
essendo date più rette R, ,Rs « . . . R^ ... R, , in un piano P, il luogo dei centri 
delle medie armoniche, rispetto ad un'origine 0, nei sistemi dei punti d'incontro 
delle rette B^ con le diverse trasversali condotte per 0, è una retta R, che dicesi 
Vmsa delle medie armoniche del sistema delle rette Rj rispetto al punto 0. Le 
rette R^ si possono supporre distribuite in gruppi , ciascuno costituito da rette 
coincidenti, o più generalmente si può suppone ciascuna retta R^ aiTetta da un 
coefficiente s^, supponendo poi s^liS^. 

I centri di medie armoniche si cambiano in centri dì medie distanze se Tori- 
gine cade alTinflnito. In generale la composizione dei coefficienti annessi a linee 
rette si cambia in composizione di coefficienti annessi a punti, quando quelle rette 
si suppongano parallele , e su ciascuna di esse si fissa un punto con T annesso 
coefficiente. 
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L* equazione dcirasse delle medie armoniche è 

8 -^ ai « *^ 0| 

supponiamo che tutte le rette R^ concorrono in uno stesso punto Pot e su ciascuna 
di esse R^ fissiamo un punto p^ ; si avranno lo condizioni 

Oi bi Qi bi 

onde Tequazione (7) diverrà 

e questa, ponendo 

ft?o -^ i/o ■- P 
sen p "" sen a sen w ' 

prenderà la forma 

(8) pF V a?sena-yseng 1 V f xy^ - l/x^) sen cu ^ ^ 

L ^-' aj^sena - j/^senp'" J ^ oy^sena- j/^sen? ' 

da ciò si fa manifesto che girando le rette R^ intorno ai punti fissi P|, e concor- 
rendo in un punto Po • il quale percorre una retta qualunque condotta per Tori- 
gine. Tasse delle medie armoniche del sistema, rispetto all'origine, girerà intorno 
al punto fisso determinato dalle due equazioni 

y tì? sen a - y seng _ _ /v V (opy^ — yxj) sen co _ 

— ^ aj| sen a - y,. sen p "" ' ^ oj. sena — y^ sen § "" 

e passerà pure per p^. 

8. Siano tre coppie di rette {R|'>R,") , (R,',Rt") , (R3'. R3") rappresentale 
dafle equazioni 

A/x+...=:0 , A/aj+...=0 , A3'a?+...=0, 
A/'a7+...=0 , Aj"a?+...=0 , A3"a?+...=0, 
e supponiamo che sia identicamente 

(A, '«;+...) - (A/'a?f ...) = (A/aj+...) - (At"ajf ...) = (^xi-...) - (Aj^xf ••) 

(i) 

= Aa? + By + C ; 
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allora evidentemente i tre punti d* incontro })| > Pt , Ps di quelle coppie di rette 
apparterranno alla retta R rappresentata dairequazione 

Ax + By f C = 0. 
Dalle identità (i) risultano le altre tre identità 

(A,' X + ...) - (A,' X + ...) = (A," X + ...) - (Aj'' a + ...) , 

(2) (A,'x ^- ...) - (A/ X + ...) = (A3" 07+ ...) - (A," X + ...) , 

(A/X+ ...) - (Aj'a? + ...) = (A/' X -f ...) - {k^"x + ...) , 

sicché i primi, i secondi membri di queste identità, eguagliati a zero, rappre- 
senteranno una stessa terna di rette (R| , R2 , R3), la quale è costituita dalle con- 
giungenti delle tre coppie di punti (p/ , p/') , (p,' , p,") , (p,' , p/'j , vertici corri- 
spondenti dei triangoli che hanno periati (R/ , R/ , ly) eJ (R/' , R,'' , R3"). Ora 
addizionando le identità (2) si ha un'altra identità tanto nel primo membro, quanto 
nel secondo, quin<li le tre rette R, , R» » ^s concorreranno in uno stesso punto p. 
Adunque, facendo corrispondere tra loro in un determinato modo, i lati ed i ver- 
tici di due triangoli, a se ì punti d'incontro delle coppie di lati corrispondenti 
nei due triangoli sono per dritto , le congiungenti delle coppie dei loro vertici 
corrispondenti concorreranno in uno stesso punto, e viceversa b. 11 punto p e la 
retta R si dicono il ce7i(ro e Vasse d'omologia dei due triangoli, i quali si dicono 
allora omologici. 

Questa proprietà si generalizza nel seguente modo: « se i punti d'incontro 
delle coppie dei lati corrispondenti di due poligoni sono per dritto, e le congiun- 
genti delle coppie dei loro vertici corrispondenti, eccetto una, concorrono in uno 
stesso punto, anche la congiungente della rimanente coppia di vertici passerà per 
quel punto, e viceversa » ; in altri termini a se , in un piano P , un poligono 
si deforma in modo che i suoi lati girino intorno a punti appartenenti ad una 
stessa linea retta R, ed i suoi vertici, eccetto uno, percorrono rette concorrenti 
in uno stesso punto p, anche il vertice rimanente percorrerà una retta che passa 
pel punto p, e viceversa » ; inoltre nella deformazione del poligono ogni congiun- 
gente di due vertici girerà intorno ad un punto di R, ed ogni punto d'incontro 
di due lati percorrerà una retta che passa per p ». 

Siano in. un piano P più punti p, , p^ , .. p^ ... p„ (vertici di un poligono) ed 
una retta R ; la retta R incontri la congiungente dei punti (p^- , py) nel punto p^y, 

è sia i-LPtì = -i; essendo (a?^,!/,) le coordinate di p^ , ed a?cosX + 2/cosjjl-- C3 = 

PijVj ^j 
Tequazione di R, si avrà in generale 

ki _ Xj COS X -f t/f COS l* — C3 

kj "" ajyCOsX + 2/yCos;*. - ca ' 
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e quindi 

Pi Plj _ Xj C08 X "f > . » PiP2S_ ir2C0sX+... 

Vii Pi ~ a?, cosX + . . . ' P23 Ps ~ a^s cosX + ...'*'" 

Pn..t Pn-M> _ _ Xn,tCOSX+ . . . P« Pm ^ _ X„ COS\ + , . , ^ 

Vn-i,n Pn ^n ^^^X + . . * ' Pni Pi ^1 ^OsX + . . . ' 

onde 

(3) Pi?>tl P>Pt3 Pn-!Pn-!.« , PnPm _/ ^^n 

Pi2Pt PtsPs Pii-i,nPn PmPi 

Adunque « se in un piano P i iati di un poligono , di vertici Pi » P2 1 • • • P» 
si segano con una retta R, sopra ciascun lato si determinerà un rapporto di seg- 
menti ; il prodotto di questi rapporti, percorrendo i Iati del poligono sempre nello 
stesso verso, sarà eguale ali* unità, positiva negativa, secondo che il numero 
dei lati del poligono è pari dispari ». 

Siano ora nel piano P più rette R» , B^ , •.. R, , R„ (Iati di un poligono) ed un 
punto j) ; la congiungente del punto p col punto d'incontro delle rette (R4 . R^) 

sia la retta R^^ , e sia tt-tÌ- = r^ ; essendo 

*' sen R^j ìij kj 

X cosX< + 2/ cos jit^ - n< = 

'equazione di R^ , ed (a? , y) le coordinate di p. si avrà in generale 

fc^ _ ascosXj-fycosp t^ — o^ 
kj ■" X cosXy + y cos piy - ny ' 
e quindi 

senR, R|2_a;cosX, + ... senB^ Rm ^ìtcosXjH- ... 

senR|s ({^"'ajcosXj-h ... ' senR^, R, '"acosX3 + ...''"' 

senR,i_4 Rn»i,n _ x cosX^, , 4- ..■ senR„ R^ _ a?co8X^H- >>» 

scnR^.,^„ R^ "" 0? cosX„ + ... -' ' senR^j, Ri""xcosX, + ... ' 

onde 

senR^R» senB^F^ senR^.^ R^ _,^,, scnR„R,^| ^ ^ 
^ senRi^Rf senHjiRs ' scnK„.|^„R,i senR„, R, 

Adunque « se in un piano P si congiungono i vertici di nn poligono, di lati 
Ri , R,, . . . R,» , con un punto p , si determinerà in ciascun vertice un rapporto 
di seni dì angoli ; il prodotto di questi rapporti , girando intorno ai vertici del 
poligono sempre per lo stesso verso, sarà eguale air unità. 

{continua) 
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INTORNO AI COEFFiCIENTI POUN(MIIAl[ 



PEI 



CARLO MARIA PIUMA. 



1. Teoreva- Se m è un intero primo ed n un intero qualunque^ ed indichiamo 
con a, a, , ... .'a^^ le cifre, che successivamente si incontrano andando da destra 
verso sinistra^ nel numero n scritto nel sistema di numerazione a base m , Vespa- 
nente deUa massima potenza di m che divide n!, sarà 

n - Z a* 

1=0 

Naturalmente le a^ devono qui e nel seguito soddisfare per ( = 0, i , 2 ,..., & 
alle condizioni 

< a^ < m. 

Introduciamo il siinbolo ff^{v) per indicare Tesponente della massima potenza 
di m che divida vi ^ v essendo un intero qualunque, evidentemente quando sia 
V <m sarà 9^(1?) = 0. 

Sia poi 

(l) rj.= V a>.|m*-*-S per /i = Q, 1 , 2 , ... fc-« , i 

avendo posto ti^sn. 

DimostrianK» ora che per qualunque di tRÌi valori di h sì ha 

Infatti i soli fattori di n^l non primi con m sono m, ìm, 3m, ... ,%^, m per cui 
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^mi^h) ^^ uguiile tireftpoDente ddla massioia potenza di m che divi<le il prodotto 

n 



n" ■(«m) = m''*+* .«fc^,! 



ciò che dimostra la (2). 

Facciamo poi successivamente nella (2) /i = 0, 1,2, ...,A; — 1 e addizioniamo 
membro a membro le identità cosi ottenute, osservando che 9« Ot^) = ?« (aj^) = , 
avremo 

e sostituendo, in quest'ultima identità, ad rii,??,. ... ,% i loro valori dati dalla 
(i) avremo 






n- 2 a^ 



fc=0 



e con ciò il teorema resta dimostrato. 

5. Se poi fosse m = a5»^*a?/* . . a?/* gli ^ essendo interi primi e gli i/ interi 
qualunque maggiori di zero, l'esponente della massima potenza di m che divide 
n ! sarà evidentemente uguale al più piccolo fra i massimi interi contenuti nelle 
espressioni 

- • ' ■ , • • • , 

e perchè il quoziente che si ottiene dividendo n! p«r la massima potenza di m 
che vi è contenuta sia primo con m , è necessario e sufOciente che quelle espres- 
si riducano ad interi uguali tra loro. 

3. Teoreha. Se m è un numero primo e b, , b^ , . . . , b, sono ialeri^ alcuni 
di essi polendo essere anche uguali a zero, tali c/ie sia 

(3) T b^ = n 

responenle deUa massima potenza di m che divide 

n! 



(*) 



n b^i 
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ò uguale alla somma dei riponi che si debbono fare neWaddizione (3), b|.b2,...,b3 
essendo scrini nel sistema di numerazione a base m. 

I numeri n e b| , &t , ... , b, scritti nel sistema di numerazione a base m ab- 
biano rispettivamente le espressioni 

(5) n= Z a^m* , 6^ = ^ ^« i ^i , n = 1 , 2 , ... , s , 

/=o <»o * 

ove a^ e c„^^ indicano rispettivamente le cifre (f-f I)"» di n e di 6„ scritti nel 
sistema di numerazione a base m, essi saranno tutti interi compresi fra ed 
m-lt questi limiti inclusi. 

Addizionando membro a membro le ultime s delle (S) e tenuto conto della 
(3) avremo 

(6) n^l m^ 1 c^. 

Indicando con d^ ed l^ (v=0 , 1 ,2,..., ft) interi pei quali sia 0<d^<m-l , I>0 
potremo porre identicamente 



Moltiplichiamo la seconda di queste identità per m, la terza per m^, ... . e 
Tultima per m^ addizionando membro a membro i risultati, e tenendo conto della 
prima delle (5) e della (6) avremo 

e poiché le d^ e le a^ sono positive e minori di m , sarà pure d^ — a^ in valore 
assoluto minoro di m , e quindi dovrà essere separatamente 

t^r^O , d^ = a^:(i? = 1 , ... , fc) ; 
perciò le (7) addizionate membro a membro daranno 

(8) S S e.,,- S o, = (m-1) 2 f,. 

0«f «of ' Isso <»0 
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Ha pel teorema dimostrato al § 1, si ha 

t=k t^k 

(m-l)(pjn) = n- S a, e (n»-1)<p„(ft« = 6,- 2 e , (u= 1, 2, ... ,8). 

Dalla prima di queste identità sottraendo membro a membro la somma delle 
altre addizionate membro a membro, e tenuto conto delle (3) ed (8) otterremo 

lirrt fsA-1 

Evidentemente il primo membro di quest* ultima identità rappresenta Tespo- 
nente della massima potenza di m che divide il coefflciente polinomiale (4) ed il 
secondo la somma dei riporti che si debbono fare per eseguire T addizione (3) 
essendo scritti i b„ noi sistema di numerazione a base m , ciò che dimostra il 
teorema enunciato. 

4. Corollario. Condizione necessaria e suffieienle onde il coefficienie polino- 
miale (4) non sia divisibile per m è. che eseguendo Vaddizione (3) (i b,| essendo 
scriUi nel sistema di numerazione a base m) non si abbiano a fare riporti. 

Infatti è evidente che onde il (4) non sia divisìbile per m è necessario e suf- 

fc=Jk— 1 

fidente che Tesponente £ /^ della massima potenza di n per la quale esso è 

fc=0 

divisibile sia zero, e poiché, se non vi sono riporti neir addizione ^3) , tutti gli 
ìf sono nulli, la loro somma sarà zero , e quindi la condizione enunciata è suffi- 
ciente ; che essa poi sia necessaria risulta da ciò che, onde la somma di quantità 
non negative sia nulla, è necessario che nessuna di esse sia uguale a zero. 

Perchè poi neir addizione (3) non abbiano luogo riporti si vede subito che 
nel complesso dei &„ devono trovarsi tutle e sole le potenze di m che si trovano 
in n (tanto n quanto i ò„ essendo dati dalle (S)), ed in tale complesso ciascuna 
di queste potenze, deve trovarsi in tutto ripetuta tante volte quante sono le unità 
del suo coefficiente in n. 

5. Sia py(sc) il numero delle distribuzioni di x quantità arbitrarie r (tsl,2,...,a7) 
in y somme o„ (u=:l, 2, ... ,i/) tali che ciascuna delle a„ contenga almeno una 
delle r^^ e che nel complesso delle a^ siano contenuto tutte le r^ e ciascuna di 
esse, r^ ad esempio, vi comparisca una volta soltanto. 

6. Dalla definizione del simbolo pyix) risultano evidentemente le relazioni 

Pi(^) = l . Py(y) = l , Py{x) = (quando 2D < 1/). 
Dimostriamo ora Fidentità 
9)( Py(aJ) = i/py(a5-l) + Py_|(a?- 1). 
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Infatti, per ottenere tutte le distribuzioni richieste, basterà cercare da prima 
tutte quelle nelle quali r^ da sola forma una delle somme a^, e si vede che esse 
sono in numero di Py«i(a?-1), poi quelle nelle quale r^ nelle somme o^ è accom- 
pagnata da altre r^ (poiché la r^ entrando in ciascuna di queste distribuzioni 
una volta ed una volta soltanto, il loro numero sarà uguale a quello delle volte 
che sul loro complesso la r^ trovasi ripetuta) e per averlo 7aremo cosi : cerche- 
remo tutte le distribuzioni in y somme delle altre a^-l quantità r^ (£=1,2,.. .,03-1} 
e da ciascuna di queste distribuzioni , ne otterremo una delle richieste aggiun- 
gendo 7*2 prima alla prima somma', poi una seconda aggiungendo r,. alla seconda 
somma , ecc. , ed una i/™* aggiungendo r^ alla j/"»* somma e cosi otterremo in 
questo modo y Py(a) - 1) distribuzioni ed in tutto si avranno 

Py(a) = y Py (aJ - 4) + Py-I (» - 1) 

distribuzioni delle x quantità r, nelle y somme o^ ciò che dimostra la (9), 
1. Poniamo ora 

a? = » + ft 
dalla (9) ricaveremo 



!/*-" 



9y(y + co) = i/+«-" Pv t!/ + (w - >)l +2/*-"p,-. 1 (as- I) + w i 



(w = 0,l ,... ,A = 1 ,/i). 



Addizioniamo membro a membro le identità che si hanno dando a m i valori 
indicati tenuto conto che è Py(2/-1) = , Py-* ^V ""*)==* ' otterremo 

(10) Py(!/ + H) = ^2 2/' Py-, {(!/-») + h-M 

8. Dalla (10) si deduce poi successivamente : 
1.** per y = 2 , poiché è p, (l + h) = 1 

2 ® per 2/ = 3 , tenuto conto del risultato precedente e fatte alcune ridu- 
zioni, avremo 

<=A /2*'''* 1*'^*\ 3*"*"* 2*'*"* ^ ^* fss (3—0*"*"'""' 



Digitized by 



Google 



)( 39 )( 
3.^ per 2/ = 4, con metodo analogo si avrebbe 






|! 



e così di seguito, onde per indiuioQe siamo condotti a scrìvere (qualunque siaeo 
y ed h) la formola 



(H, ,,ft,+»).';r'(-i)',-^>;^ 



l(y-i)-M 

e per dimostrare che questa formola è generale, basterà far vedere che se essa 
é vera, come nei casi particolari precitati, fino ad un certo valore y = 8-\ essa 
lo è pure per y = s. 

Supponiamo adunque che la (li) sia vera fino ad y^s— 1, allora esso ci darà 

ponendo poi nella (10) j/ = s avremo 

•^'^ -^ i»o lino w!|(s-2)-ttj! 

= -r -rT7^^-n '2*3' 1(8 - 1) - «, r«+*-' = 

•=0 m! l(«-2)-tt!! «-0 ' 

_ —.-» (-1)" g*-^» j(8-|)-tti»-» ^ j(s-|)-it} «^*-' _ 

~ «-0 ti!|(8--2)-ttl!^ » + l 

_ _ ^^, «=^-« (-!)"+« |(s-(u+i)j'-« «-,-. (-ir+Ms-Cu+l)!'^*-' 
~ * «ào (a+l)!{(8-l)-(u+J)i! «'• (it+l)!l8-l-(u+l),!!* 

Poniamo qui « + I = ^ avremo 

, <-.-! . (8-0'-* <-•-« ... (8-0'+*"' 
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Ma , come è noto , qualunque sia z è 



dunque finalmente la relazione precedente si ridurrà alla 

la quale non diversifica dalla (11) che per la notazione, essendo qui posto s al 
luogo di y, 

9. La (11) ci Tornisce la soluzione del 

Problema. In quanti casi diversi il coefflcienle polinomiale (4), ove laili i b„ 
sono diversi da zero, è impari? 

Supponendo tanto n quanto i b^ scritti nel sistema di numerazione binario, 
cioè fatto m = ^, daif ultima forma sotto la quale è stato posto il corollario del 
§ 4° risulta, che fra tutti i b^ deve trovarsi una volta ed una volta soltanto cia- 
scuna delle potenze di 2 (il numero delle quali indicheremo con x) che entrano 
neir espressione di 7i scritto nel sistema binàrio con coefficiente uguale ad uno 
e poiché le somme 6„ sono in numero di s , in virtù della (11) , la formola che 
risolve il problema sarà 

La stessa formola vale pel caso di m numero primo qualunque, quando nel- 
Tespressione di n scritto nel sistema di numerazione a base m, non entrino che 
potenze di m con coefficienti uguali a zero o ad uno, e queste ultime siano in 
numero di x. 

Genova 21 Novembre 1890. 
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NOTA 

SOPRA ALCUNE RELAZIONI FRA LE FUNZIONI SIMMETRICHE 
E SOPRA PARTICOLARI LORO CARATTERI INVARIANTIVI 



DEL 



Oott. DIONISIO GAMBIOLI. 



1. Siano (C| ,Xt , ... >.sc«-( >ìb« le n radici dell'equazione algebrica : 
(») 2:a,_,a5'=0, 



ove s'intende essere 0,= 1 , 

Si ba dalla teoria delle equazioni : 



(2) 
ove 

(3) 



^a^-i»< + na^ = 0, 



«, = 2aj/. 



Se nella equazione (2) faccio successivamente n=l,2,3,...yn-l,n, ottengo 
n equazioni, le quali risolte una volta rispetto ad $ ed una volta rispetto ad a , 
danno rispettivamente: 



(4) ^n = (-ir 



20) 
3^a 



1 
a* 



... 

1 . . . 
0- ... 



(n- l)a^4 a^j o„., . . . 1 



na^ 



««-• flji-i 



fli 
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cho per brevità, come faremo in seguito per casi analoghi, indico cosi 







"« — *o^ 5 






«. 


n- 1 


... 




«1 


«1 


«-2 ... 


> «.="..=^ 


»« 


«•» 


«, ... 




•"n 


»«-« 


«„-, ■...«, 




f«-l 


"n-» 


«a-j ... 1 


Inoltre poniamo: 









(6) 



a) 



ove (a; X a; ... 03 as ) è una qualunque delle ( . ) combinazioni della classe 



( degli n elementi a?, , », . ac, , ... , a5„_, , x„. 
2. Ciò premesso mostriamo il seguente : 
Teorema. Far vedere che 



(1) 



«fi=S«y. = «(<'*»<'t. • • • . O 



c che 8g si può mettere sotto forma di determinante. 
Dimoslrazione. Si sa che : 



(8) 1 Iog(l+a?^y) = log[(l +aj,y)(l faf»y)(l+^,y)...(l+a:«.,y)(l+fl?,y)| , 



e quindi : 
(9) 
Derivandola rispetto ad y si ha : 



S Io8(i + Xfij) = log(l + e,2/ + e,j/* + e,j/» + . . . H- a^y"). 



y air _ 0, 4- 2ott/ + 3o,y' -f . . . + (n - t) o,_, y«-« + no, </-* _ 
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ora eseguendo, le divisioni indicate ia ambi i membri di questa cqucizionc, ho ri* 
spettivamente : 

Da questa equazione eguagliando i coefQcienti delle stesse potenze della y , 
che compariscono nei suoi membri, si ottengono le equazioni : 



(N) 



[ «I = <^i ; h = ^1* - 2<7t ; .^8 = Oi' - 3o, a, + 3a, ; 

) s^ = a/ - 4o,* 0, + 4o, a, + ^Cj* - 404 ; . . . 

f e quindi in generale la 8,1 = 8^ . 

l * 



Osservando le (11) si vede subito che è: 

0. i 



il?) 



% = «.,= 



2(7j 0, 1 

3oj Oj e, 









0» - 1) <7«-i c^-i 0^-3 • • • « 



no„ 



^H-ì ^n-t • • . Oi 



Osserrazione /. Si sarebbe ottenuto to stesso risultato se si fossero sviluppati 
in serie i logaritmi, che compariscono nei due membri della (9). 

Si giungo pure allo stesso risultato se invece di log(l+a?^i/) si impiega 
log(l-x^i/). 

Osservazione IL Dalle equazioni (li) si ottiene facilmente: 



(IJ) 



2(-iya„.,5,+ (-1)«-»nc« = 0, 



ove è Oo = l- 

3. Teorema. Mostrare che è : 

o» = <^^^ = «(«i » ^i «ii-i 1 «fi) 

e che Og si può mettere sotto forma di determinante. 
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Dimoslr azione. Facondo successivamente nella (13) n= 1 , 2, 3 , . . . , n si 
hanno 7) equazioni, le quali risolte rispetto alle a danno: 

1 1 

' i 

(15) ^ 04 = pr(s/~68,«s, + 8s, 83 + 3V-6sJ; . . . 

li 

... e quindi in generale la o„ = o^ , 



Osservando le equazioni (15) si scorge subito che è; 



06) «. = «., = 1^ 



8| 



n-ì 



n-2 

8. 



. 

. 
. 



*«-! *«-! *n-» • • • I 



Osservazione /. Si verificano facilmente Io equazioni : 



(H) 



3op 



(18) 



fn. _ ^ 

3s/ ^n-r' 



4. Si ponga 
(19) 



^1 = ;; 



1 ^^5. 



nella quale s^ ò data dairequazione (12); facendo nella equazione (19) successi- 
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Tamente n=t,2,3,4,...,n + i,si ottiene rispettivamente : 

/ /io=l ; ft| = »i ; /i, = V-»t ; '»i = V-2»i<»t + ''s; 

(20) { /l« = »,* - 3 o,» 9, + 2 a, 3, + 9,* - a^ ; . . . 

... ed in generale si ha : h^ - /j, = h{(s, , », , ... , <>„). 



Osservando queste equazioni si vede subito che /t„ si può mettere sotto la 



forma : 



(21) 







I 



. . 
. . 
. . 



0,-S ... 1 
"n-t • • • "i 



Osservazione. Dalle (20) si ricava 
(22) 



M-l)'*«/'»-i-, = 0. 



5. Teorema. Dimostrare che si ha: 



(23) 






ove 1 9^ j è il valore assoluto di «r^ dato dall'equazione (16). 

Dtmosfraztone Sostituendo nelle equazioni (20) alle o i loro valori espressi 
in funzione delle s , dati dalle equazioni (15), si ha: 



(2» 



ft, = 8.» - 2s, .| (»,» - «i) + ^ (8,» - 3 «, 8, + 2 8,) 

1 h I 

=r^ (8,» + 38, 8, + 98,),..., e quindi in generale /i, = h,^ = '~*' 



Digitized by 



Google 



)( *6 )( 
Ossenazione I. Come si può vcriflcare TncilmentR, si ha : 

dh. 

(25) -af- = \ • 

(26) 17^ = \ • 

08se?'V(i2tone //. Si ponga: 



col simbolo /», s'intende di rappresentare lo sviluppo delle potenze (w*™» del po- 
linomio (X, + ^2 4- ... +07;,) ed in esso di eguagliare tutti i cocfQcienti air unità; 
ora faremo vedere che esso è identico all'altro simbolo /t<, . 



Si è visto che 




h^ = Si = (aj, + ajj + . 


. . V xS • 


Dalla equazione: 




'^5, = ^(V + 82) ho: 


2'\ = V + «t, 


cioè : 





2/i = (a?, -h aj, +...+ a?!,)* + X|* + x^* + . . + a?»* = 2(0?, + x, + ... -f- x„) 
e quindi 



ft^ = (a?, + Xj + . . . + x^) = /tj . 

si è visto che : 

1 

\=r3(V + 3s,8j + 28,), 

da cui ho : 

6/1^^ = 8,54 38,82 + 28, , 

e quindi : 

6/15 = (a7,+aj2+...-l-Xn)' + 3(x,+X2+...+xJ(a?,+X2+...+x«)* + 2(x,fa:2+...+x^)* 
3 



= 6 (x, + X2 + . . . + 07.) , 
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Si ha : 



da cui ho 
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'i^^= (aj, +a?,+ ...+a5j =/!,. 



\ = n («i* + ^^*^^i + 88, ?3 + 382* -^fi^i) 



24 kg = 8/ + 68,« ?t 4- 8S| 83 f 38^* + 684 

= (a^i 4- ^2 + •• + aj.)* + 6(a?| + «2 + . . + a?J* (a?,* + «2* + ••• + O 
4- 8 (a, 4 acj + ... + ag (x,« + aJi» + ... + a?^») + 3 {x^^ + oj,* + ... + a?;.*)* 

-f 6 (X,* -f 0*2* + . . . + oc»*) •■= 24 (cci + ocj + . . . + x^)* , 
d'onde : 



^'5^ = (», + a?2 + . . . + ac») = /u : 

e cosi via ; e quindi si dimostrerebbe in generalo col noto metodo di conclusione 
da <— I a f, che è : 



(21)' /i^^ = (a?, +X2 + -.-H-«ii) =''/» 

ove i e un numero intero e positivo qualunque e quindi può essere eguale ad n. 
Osservazione III. Dalle equazioni (24) si ricava facilmente : 

(28) ^/'«-r^/ -'»/'« --0. 

6. Si può direttamente pervenire airequazionc (28) in questo modo. Si sa che 6; 
h^ = (J?| + X2 + ...+Xr+ ..; + Xa) = aj^ + (aj, 4X2+ ••• + offf-i + ^Cr+i + ••• + a?J , 
da cui ho : 

r-^ = 1 ; essendo /^o3s i > 
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si ha : 



ht = (a?,+a?,+...+a?,+...+as,)* = a,* + oj, (a;,+...+a5,_,+a!,+,+...+aj„)* + 



+ (a?, + 05, + . . , + a;,_, + Xr+t + . . . + a?,) , 
da cui : 

diu „ — 1 

g^ = ?ar,+ (ac, + ... + aj,_, + »,+, + ... + as») 



= [aj, + (aj, + as, + .. . + aj^, + a?,^, + . .. <»,)« ] + x, = ft, + a?, , 
ossia : 



a/4 _ e/i, , 



Si ha: 



/i, = (a5,+x,+ ..+a;,+...+a?,) = a?,» + ce,* (®,+aj,+...+»,_,+a?,^,+...+aì,)' 



+ aj, (a!,+ar,+...+a,_,+x^,+...+a?,)* + (x,+aj,+...+»,_,+aj,+,+...+aj,)* , 
da cui ho: 



dh. 



^=3a?,»+2aj, (a;,+aj,+...+a?^,+{B,+,+...+ajj' + (x,+a^+...+x,_,+a?^,+...+a,j» 
= [av* + a;, (a;,+a5,+...+x,_,+aj^,+...+a?^' + (a!,+a?,H-...+aj,_,+a7,^,+..::i:^* ] 



+ [a?, + (a'i + «» + •.. t aj,_, + aj^^, + ... + a;j']aJ, + a!,* = /i, + A, a;, + ar,» , 
ossia : 

Si ha pure : 

K = (fl?i+fl?,+...+a'r+...+aj,)» = a;/ + a?,» «»,+a;,+.. .+aj,.,+aj,+,+...+aj,)' + 
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da cui ho : 

^ = 4X^* + 3a?^« (aJ| + X2 + • • • + ^r-l + ^rM + • . • + i»„) 



~^3 



+ (aj|+a7j-h...+oe,..4+x^+i+...+a?„) 1 + [oc,* + a?, (a5,+a?a+...+a5r_i+aj^+i+...4-x„) 



+ (j^i + a?, -^ . . . + a?^.4 + aj^+4 + . • . + a:«) ] as^ + 
da cui ho : 



dx^ dx^ 



In generale sapendosi che è : 



l^n+i = (ai+^a+—+^r+— +J5f|)*'^* =^r*^* + ^r^ (a?|+a52+...+a?r-!+^r+l+— +aj„/ 



+ x^'*-*(a5|+aj+...H-x^,+a?,^,+...+a„) +...+ aJ^(aj4-fX|4-.. +aj^-.,+x,.+|+...+a?J 



+ (a?i + a?j 4- • . . + a?,..! + x^+i + . . . + ^„) ; 
derivandola rispetto ad Xj, si ha: 

la quale si può dimostrare cosi: supponiamo di avere verificata la (29) sino ad 
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Il coIVindice ?v, cioè fino alVeqoazioiw :- 

Si moltiplichi questa equazione per Xf , e poi si aggiunga ad ambi^ !• nvembri 
h^ , si ha : 

Da questa equazione si ha : 

(30) ^^a., = IVi«'A 

PaéCìTtfo iiT qucst'uHimn equazione successiyamente f = 4,2,3-,...,w^, e 
sommando le n equazioni cosi ottenute nieàibro a membi'o, si ha : 

ossia : 

Ma la funzione An è per deflnizionre omogéìiefé S del grado n rispetto alle n va- 
riabili X| . a?i , ... ,a;,|, quindi pel teoreAìà di Eulero si ha: 



perciò Tequazlone precedente cfìviene : 






Osservazione, L'equazione: 



9x, c'ir, ' + ""' 



può scriversi còsi: 



(3t) ^^ 0, 
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la .quale mostra che la 4i(|eren«a : 



/i»+t - K a?i 



n+l '*n ^r 



è indipendente da x^. 

7. Teorema. Mostrare obe ($i ha : 



(32) 



; = ^^. = ^(''^»^» • ••'*») 



e che <r;^ si può mettere sotto forma di determinante. 

Dim. Facendo nella equazione (?1) successivamente n=l,2, ... , ?i si 
hanno n equazioni, dalle quali si ottiene : 



(33) 



\ 



cf^-.h^ ; 'Tj-r;^,»-;^, ; ^^=h^^-2h^h^^-h^ ; 5^=V-3^i*^i+2/i,/ijt-/ij«-/i^ , 



) ... ed in generale o„ = ay^ . 
Da queste equazioni si scor;. e che .è : 



(34) 



'n = ""K = 



fli 


1 





. . . 


ht 


ft, 


1 


. . . 


fli 


ht 


/». 


. . . 


*«-. 


-Vt 


■A— 


. . . I 


^ 


1.! /A 1 \ 


/«11» _; 


1« _ 



OssevvazionQ. Dai determinanti (21), (31) si vede che i simboli /t e j si pos- 
sono scambiare fra loro senza che le espressioni «inalitiche di h^ , ^j^ mutino nò 

A A 

forma, né segno ; e questa proprietà si può concisamente esprimere cp.sl : 
(35) K^''^' 

8. Teorema. Far vedere che si ha : 

^36) 8^ " *^« ^ ^ ('*« » ''t » • • • • ft«) 

^.^bes;^ si pqò #i«ttore ^otto forma di. df^t^^UdìmMite. 
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Dimostrazione. Facendo successivamente nella equazione (-28) ?i=il,2,3 ,...,n 
si ottengono n equazioni, dalle quali si ricava: 

Ì8| = /i| ; 82 = -'»4* + ''« ; ^8 = V - 3/i| /i, + 3/J3 ; 
. . . , ed in generale 8f^ = sj^ . 
Osservando questa equazioni si vede facilmente che si ha : 

h^ 1 ... 

2/2j h, t . . . 

3^3 /i^ h^ . . . 

(38) s^^Sj^ =(-ir-' 



(71-1) /i^., ^«..j V, ... 1 

nh^ ^«-1 K-i . • . ^1 



0^sert'fl2io?ic. Si ha : 



(39) 



ds. 



Infatti si consideri per esempio il caso particolare : 

8- = - h/ + 4 /i4* ftj - 4 /i, h, - 2 Aj* + 4 /I4 , 

la quale derivata rispetto ad h^ mi dà : 



ds 



K 



dh 



'± = ~4/i,H8/iihj-4/i, = - 4(/i,»-2/i,hj+/»,) = (-1)*-U-r, etc. 



9. Se si consì<icra il determinante s del n® 2 ed in esso alle ^ si sostitui- 
rli 
scono le loro espressioni in funzione delle /i, cioè ^n — ^u > si ottiene il deter- 
minante s del numero precedente, il quale ha la stessa forma del determinante 
'•il 

primitivo 8 , soltanto es^a cambia il segno se n è numero pari ; e tutto ciò si 
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può brevemente esprimere cosi 



(40) 



^"\r^-'^""'\ 



Quindi tra le sei relazioni di reciprocità : 

\ ' \ ' \ • \ ' "K ' '*.' 

che esistono fra i simboli s , t , /i, le due prime delle quali sono le funzioni sim- 
metriche semplici (incomplete) e la terza è la funzione simmetrica completa delle 

n variabili cci , ìTj , ... j^» , come si è veduto, ha particolare importanza la s . 

Il 

poiché essa fornisce un esempio di una specie d'invarianza di forma. Ed hanno 
pure, come si è visto nel n** 6, speciale importanza le h , «», , poiché in esse 

si possono scambiare i simboli /t e ^ senza che le loro espressioni analitiche cam- 
bino di forma. 

10. Dai determinanti (S) , (16) si ricava: 



(H) 



«n = (-«)*-«, 



come si sapeva dalla teoria delle equazioni algebriche. 
Dalle equazioni (4), (12) si ottiene: 



m 



8^+8, =0. 



Inflne dalle equazioni (i) e (38) si ricava : 
(43) ^a+^h =0. 

11. É degno di essere notato che le funzioni simmetriche studiate nella pre- 
sente nota sono sempre legate fra loro ed ai coefficienti della equazione (I) dai 
tre determinanti delle forme seguenti : 



a. 


1 





. . . 


2«, 


«1 


1 


. . . 


3«, 


«1 

• 


«t 


. . . 

• • • 



(n - 1) a„_, a„.t a^., ... 1 



7ia„ 



«n-l Ofi-» 
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a. 



).( U )( 
n-t 

a, n-2 









*«-« 



«•-1 «»-« 



*»-« 



*»-» 



«1 


1 





a» 


a, 


1 


a. 


«1 


«1 



1 
«1 








*«-» <*«-» 



««- 



«-1 



»»-t 



1 
«I 



42. Consideriamo il determinante i cui elementi sono eguali agli indici degli 
clementi del determinante (1-2) e all'unità, e sovralineando gli indici, che sono pis 
sati a fare da elementi, si ha : 



1 1 ... 

2-1 ì 1 ... 

S-l 1 T ... 



(U) 



P» = 



(n-1) (n-1) n-2 n-3 ... 
H'n n-ì n-2 . . . 

questo determinante non cambia di valore se agli elementi 



n , Ji-I , n-2 , n-3 .... 3 , 2 
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st sòsilìuiscono rispettivamente 



; 1 


i 







. 




2 

1 


1 


1 


. 




3 

1 . . 


2 

• • 


1 .. 

• • • 


. 

• 


» 


' n-l 


n-2 


n-3 . . 


. 1 




n 


Ji-l 


n-2 . . 


1 










1 


1 











2 


1 


1 








3 


2 


i 
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1 

2 
3 




1 
1 



. 
. 
. 



n-2 n-3 n-4 ... 1 
n-l n-2 «-3 . . . f 



r t 
2 1 



, f. 



come si può verificare in casi particolari. 

13. L'invarianza di cui godo la funzione 8, consideriamola nei casi partico- 

lari di n = 2 , n = 3. 

1.' Caso. Se è n = 2, ho: 

la quale non cambia forma, ma soltanto il segno, iaccndovi : 



. 



<T, =: », 



infatti ho : 



<,t « 2cr, = A/ - 2 (A.« - *t) = - ^i' + 2^i = - (A.» " iht). 



Se pMiano <t^xXj<Jt^y e siano s^^(y, x^y le ordinarie coordinate car« 
tesianc del piano, si ha: 

che 6 Tequazione di una linea del 2^ ordine (parabola). 
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L*equazione (4S), come si è veduto, non cambia né grado, nò forma se ad oo 
ed y sostituisco rispettivamente : 



u. 



U^-V y 



perciò un punto della parabola (45) può essere rappresentato per mezzo del si- 
stema : 



(46) 



x = u 



1/ = ti* - -y 



ove u e t? sono le variabili coordinate generali del piano. 

Se si vuole rendere omogenea Tequazione (4S) basta porre 



Xm X» 



ed allora essa diviene : 
(47) 



x^ Xg 



= 0, 



ove Xi fXi^ Xg sono le coordinate triangolari. 
2.^ Caso. Se è n=3, ho: 

8^ = o^» - 3 Oj (Jj + 3^3 , 

8 

la quale non cambia nò forma^ né segno facendovi : 

o^ = h, 

infatti ho : 

Però osservo che anche l'espressione : 

9 
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gode la stessa proprietà della s^ ; infatti 

Se poniamo 



e siano 



8^ =-X 



«{' — — 1' 



ove X e X' sono costanti ed a5,y,z le ordinarie coordinate cartesiane dello spa- 
zio, si hanno le equazioni : 



(48) 
(49) 



8 (oc , y , z) = od' - 3 a?2/ + 3z + X = , 
s'(x , y , :;) = OB» + 3 ocy - 3s + X' = , 



che sono le equazioni di due superficie del terzo ordine. 

Le due equazioni (48) , (49) , come si è veduto, non cambiano né grado, né 
forma se ad os , y , z sostituisco rispettivamente : 

u , u*-r , w*-2ut? + w; 

perciò un punto (x^y^z) delle due superficie (48), (49) può essere rappresentato 
per mezzo del sistema : 



(50) 



aj = w 



ove ti , t? , w sono le variabili coordinate generali dello spazio. 

Se si vogliono rendere omogenee le equazioni (48) , (49) basta porre : 



x = 


05, 


y- 




x^ 


allora esse (ItTcngono rispettiTamente : 








X, 


X^ 







(51) 


2xt 


OOi 


a?» 


+ Xa?*» = , 




3x, 


a>t 


m. 
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2xt x^ 



X. 



X. 



+ )/a?4»r=0, 



ove a?| , A*2 > ^s > ^4 ^^"^ '^ coordinate tetraedriche. 

ti. Espressione deirelemento lineare delle supeificie (48), (49). 
Essendo i punti delle superficie (48)» (49) rappresentati dal sistema 



(53) 



ac-u 



e rammentando che se una superOcIc è rappreseatata dal sistema : 

x = x(u , r , w) 
y = y (tt , t? , w) 

2 - 2 (U , t? , W) 

Tclemento lineare è dato dairequazione : 

(54) ds^ = da?* + dy* + dz^ = A da^ + B dt?* 4- C dw* + 

+ 2H da dt? + 2 K dt? dw + 2 L dit dw , 
ove 

quindi releuienlo lineare per entrambe le superficie (48), (49) sarà dato dal* 
Tequazione : 

(55) ds^ = (9u* - 12 n*t? h 4u» -h 4i?* + I) du« + (4u« + 1) dv^ + d(v* 

- i(ìu*''ìuv-\'V)du dv - 4udt?dwf2(3u*-2t?)dud(V. 
Si sa che aOinchò in ogni punto (tt , i? , (v; le superficie coordinate u.v^w siano 
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fra loro ortogonali, è necessario e sufRcicnte che siano sempre soddisfatte le tre 
equazioni difTerenziali del primo ordine seguente : 



(55) 
che nel nostro caso sono : 

(57) 



H=R=L=0, 
3u» - 2 ttt; 4- u = 
3u»-2t?=:0 



le quali si riducono alle seguenti 
(58) 



« = , 
V ^0 , 



mentre, come si vede, tv rimane arbitraria. 
Per le (58) si ha : 

(59) A = B = C = 1 , 

e quindi tenendo conto delle (S6) e delle (S9) , la (SS) diviene : 

(60) (te* = dx^ + di/* + dz* = du^ + dv^ + dw*. 

15. Curvatura media delle superficie (48), (49). 

Se Pi, Pi sono i raggi principali di curvatura di una superficie, rappresentata 
d'I un* equazione della forma: 



/(a? , 1/ , 2) = 0, 



si sa che è : 



(61) 



i 
Pi Pi 



IL 

tX 

IL 
sy 

IL 

cz 





dxdy 


dxdy 


dhj 


èxdz 


dydz 


d{ 


er 



dx 



3y 



d*r 

bxdz 

1\L 
dydz 

JIL 
di* 

JL 
dz 



[(B'^^y^m 
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Applicando questa formula alla superficie (48) ho , 

cioè : 

« la superfìcie (48) ha sempre la curvatura media negativa ». 
Applicando la (61) alla superficie (49) ho: 

(63, 



P1P2 [(x* + ì/)*-i-x*-i- ip' 
cioè : 

« la superficie (49) ha pure la curvatura media sempre negativa ». 

Milano 14 Marzo 1891. 
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ANNUNZIO BIBLIOGRAFICO 



Teorìa delle Equazioni Algebriche, del Dott. Giulio Petersen -Prof. neirUni- 
vcrsità di Copenaghen - Versione dal Te«lesco autorizzata dall'Autore, dei Pro- 
fessori 6. Rozzolino, del R. Liceo, e G Sforza del R. Istituto tecnico di 
Foggia. 



Voi. T. 



Parte I.' Sulle equazioni in generale. — Parte II." Sulla risoluzione algebrica 

delle equazioni. 



Napoli, presso B. Pellrrano, Via Gennaro Serra^ 20; 1891. 



Il Prof. G. Petersen, dell'Università di Copenaghen, è già ben conosciuto, 
oltreché per molte opere assai stimate di compilazione (tutte già tradotte in te- 
desco, e qualcuna in inglese), ma anche per parecchi lavori originali, con i qunli 
specialmente ha acquistato gran fama. Fn; questi ultimi vanno notati i suoi a Me- 
todi e teorie per la risoluzione di problemi e di costruzioni geometriche » di cui 
si hanno traduzioni in italiano, francese, inglese e tedesco , e la sua pregevolis- 
sima tesi di laurea « Sulle equazioni risolubili per radicali quadratici », la quale 
è esposta, nelle sue linee principali, nel Cap. VII della Parte II' di questo Volume. 

L'opera si raccomanda per l'impronta originale che hanno in generale le di- 
mostrazioni , e contiene tutto ciò che relativamente alle equazioni trovasi nella 
classica opera di Àlgebra Superiore del Serret, comesi vedrà con la pubblica- 
zione del secondo volume, che dovrà completarla; questo volume conterrà infatti 
la teoria della Risoluzione numerica delle equazioni, e quella delle Sostituzioni. 

L* Autore si è giovato nella compilazione delFopera del a Cours d'Algebre Su- 
K perieure » di J. Serret » e della « Theory of Equations » delTodhunter »; 
a molti teoremi sulla teoria delle Sostituzioni sono tratti dal Jordan » Traité 
a des Substitutions i. 

Ecco un breve cenno delle materie contenute nella parte delTopera già pub- 
blicata. 



Digitized by 



Google 



)( 62 )( 
Parte prima. Sulle equazioni ia generale. 

I. Proprietà generali dell3 equazioni algebriche. 
II. Relazioni fra radici e coefficienti. 
IIL Sulla eliminazione. 
IV. T/asformaziono delie equazioni. 



Parte seconda. Sulla risoluzione algebrica delle equazioni. 

I. La equazione di 3® grado, o la equazione cubica. 
IT. La equazione di 4® grado, e la equazione biquadràtica. 

III. La equazione binomia. 

IV. La equazione di 5* grado. 

V. Riduzione di polinomi razionali in fattori razionali. 
VI. Equazioni Abeliane. 
VII. Equazioni risolubili per ra'iicali quadratici. 

I traduttori con frequenti note hanno cercato di fare quelle amplificazioni, 
che, nella prefazione, FAutore riconosce opportune. 

Speriamo che la pubblicazione del Voi. II dclTopera non soffra ritardi , por 
fornire i ^Movani studenti delle nostre Università di un buonissimo libro d*Istitu 
zione sull'Algebra Superiore. 

G. B. 
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CINQUE TEOREMI DI POLIGONOMETRIA RETTILINEA 

E DUE TEOREMI DI POLIGONOMETRIA SFERICA (•; 
NOTA 

DEL 

Dott. GIUSEPPE BERNARDI. 



Teorema I. 



Allorché si proiettano tutti ì vertici di un poligono piano qualunque, convesso 
concavo, di cui tre vertici qualsivogliano non siano in linea retta, da un centro 
qualunque situato (sia pure ciirinfinito) nel suo piano esternamente alle rette, nelle 
quali giacciono i suoi Iati e le sue diagonali , ciascuno dei tre seguenti prodotti 
risulta uguale alfunità positiva o negativa, secondocliò rispettivamente il numero 
de* suoi lati è pari od impari : 1.^ il prodotto dei rapporti , in cui i lati del po- 
ligono sono divisi dai raggi proiettanti , 2.^ il prodotto dei rapporti delle distanze 
dei raggi proiettanti dai vertici adiacenti, 3.^ il prodotto dei rapporti dei soni, 
secondo cui gli angoli convessi del poligono vengono divisi dai raggi proiettanti 
corrispondenti (••). 

Corollario, Quando il poligono ha un numero impari di lati , il numero dei 
punti , esclusi i suoi vertici , in cui il suo contorno viene tagliato dai raggi pro- 
iettanti 9 ed il numero de' suoi angoli convessi che vengono divisi dai raggi pro- 
iettanti corrispondenti , sono ambidue impari ; mentre invece quando il poligono 
ha un numero pari di lati; ciascuno di tali due numeri è pari. 



(*) Le dimostrazioni di questi teoremi verranno pubblicate prossimamente in 
questo Giornale. 

(**) Ad ogni raggio proiettante nn vertice qualunque del poligono dal centro 
dato facciamo corrispondere Tangolo convesso del poligono formato da* suoi due lati 
che s'incontrano nel detto vertice, anche qnando il poligono è concavo. 
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Teorema II. 

Allorquando si proiettano tutti i vertici di un poligono qualunque , piano o 
sghembo, di cui tre vertici qunlsivogliano non siano in linea retta , da un asse 
qualunque (ìfìa pure airinGnito) non situato in un piano con nessuno de' suoi iati, 
nò con nessuna delle sue diagonali, ciascuno dei quattro seguenti prodotti risulta 
uguale all'unità positiva o negativa, secondochè rispettivamente il numero dei 
suoi lati è pari od impari : 1.® il prodotto dei rapporti, in cui i lati del poligono 
sono divisi dai piani proiettanti , 2.^ il prodotto dei rapporti delle distanze dei 
piani proiettanti dai vertici adiacenti , 3.® il prodotto dei rapporti dei seni , se- 
condo cui gli angoli convessi del poligono vengono divisi dai piani proiettanti cor- 
rispondenti (*) , 4.^ il prodotto dei rapporti dei seni degli angoli formati dai piani 
proiettanti coi lati adiacenti (**). 

Corollario. Quando il poligono ha un numero impari di lati , il numero dei 
punti , esclusi i suoi vertici , in cui il suo contorno viene tagliato dai piani pro- 
iettanti, ed il numero de* suoi angoli convessi che vengono divisi dai piani proiet- 
tanti corrispondenti, sono ambidue impari ; mentre invece quando il poligono ha 
un numero pari di lati, ciascuno di tali due numeri e pari. 

Teorema III. 

Allorché si proiettano tutti ì vertici di un poligono sferico qualunque, con- 
vesso concavo, di cui tre vertici qualsivogliano non siano situati in una stessa 
circonferenza massima, da un diametro qualunque della superfìcie sferica , in cui 
esso giace, il quale non sia comune a nessuna delle circonferenze massime , cui 
appartengono i suoi Iati e le sue diagonali , ciascuno dei tre seguenti prodotti 
risulta uguale alFunità positiva o negativa, secondochè rispettivamente il numero 
dei suoi lati è pari od impari: 1.^ il prodotto dei rapporti dei seni, secondo cui 
i lati del poligono sono divisi dalle circonferenze proiettanti , 2.® il prodotto dei 
rapporti dei seni delle distanze sferiche dello circonferenze proiettanti dai vertici 



{*) Ad ogni piano proiettante un vertice qualunque del poligono dall' asse dato 
facciamo corrispondere Tangolo converso del poligono formato dai suoi due lati che 
s' incontrano nel detto vertice , anche quando il poligono è piano-concavo , oppure 
sghembo. 

(**; Riguardiamo come positivo o negativo il rapporto dei seni dei due angoli 
formati da uno qualunque dei piani proiettanti coi due lati del poligono adiacenti ad 
esso , secondochè rispettivamente tali due angoli giacciono dalla stessa banda , o da 
bande opposte di detto piano. 
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adinceniì , 2.^ ii prodotto (hi rapporti dei seni , secondo cui gli an^joli convessi 
del poligono vengono divisi dalle circonferenze proiettanti corrispondenti (*). 

Corollario. Quando il poligono ha un numero impari di lati, il numero dei 
suoi angoli convessi che vengono divisi dalle circonferenze proiettanti corrispon- 
denti , è impari, e, se inoltre ogni suo lato è minore di una semicirconferenza 
massima, è pure impari il numero dei punti, esclusi i suoi vertici, in cui il suo 
contorno è tagliato dalle circonferenze proiettanti ; mentre invece quando il po- 
ligono ha un numero pari di lati, ciascuno di tali due numeri ò pari. 

Teorema IV. 

Per qualunque poligono piano, convesso o concavo, (4;scluso il triangolo) nel 
quale Ire vertici qualsivogliano non siano in linea retta , ciascuno dei seguenti 
due prodotti è uguale all'unità positiva; l.® il prò lotto dei rapporti, in cui si 
dividono fra loro i lati non adiacenti del poligono , *2.° il prodotto dei rapporti 
delle distanze dei lati dai vertici adiacenti. 

Corollario. Quando il poligono è concavo, ma non intrecciato, il numero dei 
punti, in cui il suo contorno viene tagliato dai prolungamenti de' suoi lati, ò pari, 
se però tali punti sono tutti distinti fra loro, e, se non lo sono, esso può essere 
anche impari ; quando poi il poligono è concavo ed intrecciato , il iìHio numero 
di punti può essere inoltre anche nullo. 

Teorema V. 

Allorché si proiettano tutti i lati di un poligono qualunque, piarto o sghembo, 
(escluso il triangolo) di cui tre vertici qualsivogliano non siano in linea retta, da 
un centro qualunque situato (sia pure all'infinito) esternamente ad ogni piano 
passante per tre suoi vertici qualsivogliano , ciascuno dei quattro seguenti pro- 
dotti risulta uguale airunità positiva: 1." il prò lotto dei rapporti, in cui i lati 
del poligono sono divisi dai piani proiettanti , 2.^ il prodotto dei rapporti delle 
distanze dei piani proiettanti dai vertici adiacènti , 3.® il prodotto dei rapporti 
dei seni degli angoli formati dai piani proiettanti coi lati adiacenti (**), 4.® il 



(*; Ad ogni circonferenza proiettante nn vertice qualunque del poligono dal 
diametro dato facciamo corrispondere l'angolo convesso del poligono formato dai suoi 
dae lati che s'incontrano nel detto vertice, anche quando il poligono è concavo. 

(**) Riguardiamo come positivo o negativo il rapporto dei seni dei due angoli fo^^ 
mati da ano qualunque dei piani proiettanti coi due lati del poligono adiacenti ad 
esso , secondochè rispettivamente tali due angoli giacciono dalla stessa banda o da 
bande opposte di detto piano. 
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prodolio dei rapporti dei SL»ni, secondo cui gli angoli diedri convessi, piatti e nulli 
del poligono vengono divisi dai piani proiettanti corrispon lenti (*). 

Corollario. Il numero dei punti, in cui il contorno del poligono viene tagliato 
dai piani proiettanti, è nullo o pari, se però tali punti sono tutti disiinti fra loro, 
e , se non lo sono , esso può essere anche impari ; inoltre è anche pari o nullo 
il numero totale degli angoli diedri convessi e piatti del poligono , che vengono 
divisi dai piani proiettanti corrispondenti. 

Teorema VI. 

Per qualunque poligono srcrico, convesso o concavo, (escluso il triangolo) nel 
quale tre vertici qualsivogliano non siano situati in una stessa circonferenza mas- 
sima, ciascuno dei seguenti due prodotti è uguale ali* unità positiva: 1.^ il pro- 
dotto dei rapporti dei seni, secondo cui si dividono fra loro i lati non adiacenti 
del polìgono , 2,^ il prò lotto dei rapporti dei seni delle distanze sferiche dei lati 
dai vertici adiacenti. 

Corollario Quando il poligono è concavo, ma non intrecciato, ed inoltre ogni 
suo lato è minoro di una semicirconferenza massima, il numero dei punti,, in cui 
il suo contorno viene tagliato dai prolungamenti de* suoi lati, è pari, se però tali 
punti sono tutti distìnti fra loro, e, se non lo sono, esso può essere anche im- 
pari ; quando poi il poligono è concavo ed intrecciato , il detto numero di punti 
può essere inoltre anche nullo. 

Teorema VII. 

Per qualunque poligono sghembo (escluso il quadrilatero) nel quale quattro 
vertici qualsivogliano non siano situati in uno stesso piano , ciascuno dei tre se- 
guenti prodotti è uguale alFunità positiva o negativa, secondochè rispettivamente 
il numero de* suoi lati è pari od impari: 1.® il prodotto dei rapporti, in cui i lati 
del poligono sono divisi dai suoi piani laterali (^^), 2/ il prodotto dei rapporti 



(*) Ad ogni piano proiettante un Iato qualunque del poligono dal centro dato 
facciamo corrispondere Tangolo diedro convesso , piatto o nullo del poligono formato 
da due parti di piano uscenti dal detto lato e contenenti Tuna, TunOi e Taltra l'altro 
dei due lati adiacenti al medesimo lato. 

{**) Chiamiamo piani laterali del poligono sghembo i piani determinati dalle coppie 
de* suoi lati contigui. 
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delle distanze de* suoi piani laterali dai vertici adiacenti, ì.^ il proJotto dei rap- 
porti dei seni degli angoli formati da* suoi piani laterali co* Iati adiacenti. 

Corollario. Il numero dei punti* in cui il contorno del poligono viene tagliato 
daf suoi piani laterali , è pari od impari , secondochè rispettivamente è pari od 
ìmpari il numero dei suoi lati, quando però tali punti sono tutti distinti fra loro, 
ed in caso contrario il numero dei suddetti punti c<J il numero dei lati del poli- 
gono possono essere anche uno pari e l'altro impari. 

Dicembre 1890. 
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SOPRA UNA CLASSE DI FUNZIONI 

ANALOGHE ALLE FUNZIONI EULERIANE 

DEL 

Dott. VINCENZO CIANI. 



Eulero nelle suo memorie sugrintegrali dcflinti, studiò fra gli altri i scgurnli : 



/ 



e'"' 35*'* (te 





considerando il primo come funzione dì y e z , td il secondo come funzione di z 
soltanto. 

Di questi integrali si occupò molto inseguito Legendre, e ne dette nume- 
rose proprietà nei suoi « Eseicizi di Calcolo, 1816 ». Ad onore di Eulero esso 
li chiamò rispettivamente funzioni Euleriane di prima e di seconda specie, ed 
indicò con B(yz) il primo e con v{z) il secondo. 

Dopo Legendre molti altri si occu[)arono di tali funzioni. 

J a cobi nel 1838 dimostrò la formola 






(•) 1762-65, Mise. Taur., t. HI, pag. 156— Observationes circa integralia talium 

formularum Ja;'**Mx(l — re) ** , posito post integrationem a;— 1 ; 

1776, N. Acta, t Vili, pag. 15— De véro valore huius formulae integralia 

a termino a; = 0, usque ad a; = 1 , exstensae. 



/c».(logi)" 
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oolla quale si fanno dipendere le Tunzioni Euleriane di prima specie da quelle di 
seconda. 

Le memorie di Cau eli y , Binet, Lej cune- Dirichlet, Liouville, ecc. 
trattarono in seguito e risolsero molte altre questioni relative a tali integrali 
defluiti. 

Il prof. Betti , nelle sue lezioni di Analisi Superiore del 1859-60 (pubblicate 
poi coi titolo: a Teorica delle funzioni Ellittiche »). considerò la funzione inversa 
della, funzione v(z) seguendo concetti adatto diversi da quelli fino allora seguiti. 

1 
Infatti, per essere la funzione — — - una funzione intera che si annulla del 

1(3) 

prim'ordine nei punti , - 1 , - -2 , ... . — oo, so si riusciva a costruire un pro- 
dotto infinito convergente , .di cui ciascun fattore primario fosse formato da un 
fattore lineare avente la sua radice in uno. dei detti punti e da un fattore espo- 
nenziale con esponente intero (per ottenere appunto la convergenza del prodotto 

stesso), questo prodotto non poteva differire dalla funzione -; — che per un fattore 
esponenziale con esponente intero. 

Ora appunto il prof. Betti riuscì a costruire questo prodotto infinito (che 
egli chiamò emiseno percìiè il sistema delle sue radici è in certa guisa la metà 
delle radici deUa funzione seno), e ne studiò le proprietà, dimostrando in ultimo 
che si aveva 

I 

fi S 2 = -— . 

Basandosi sullo stesso concetto esso costruì inoltre la sua funzione cniUcla 
mediante un prodotto infinito semplice dì seni. 

Questa funzione intera emileia^ le cui radici sono i punti 

± vno — ?n,w, 

{m , w^ = , 1 , 2 , . . . , 00) 

ossia la metà delle radici della funzione 3 di la cobi, fu studiata in seguito 
anche da Heine, il quale però giunse ad essa partendo da considerazioni sulla 
serie ipergeometrica di Gauss. 

Egli la disse funzione 0. 

La emilela del Betti e la di Heine (le quali differiscono fra loro per un 
fattore esponenziale con esponente intero), hanno colla funziono emiseno, la se- 
guente analogia : esse hanno per radici la metà dei punti 

± mM ± m^M^ 

(m . m, = , 1 , 2 , . . . , oo) , 
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come rem /seno ha per radici la metà degli altri , 

± w«w 
(m = 0. I ,?,... ,00). 

Da ciò forse Appei ebbe iidca di costruire delle funzioni formate con più 
quantità complesse ca , io, , ... , (o^ , come la funzione eniUela del Betti (0 la 
di Heine) è formata con le due sole quantità (o , co,. 

Egli adunque nella sua bellissima memoria pubblicata il 1881 nei Hatb. Ann. 
t. XIX, pag. 84-102: 

(( Sur une classe des fonctions analogues aux fonctions Euleriennes » , costruì 
un prodotto infinito convergente il quale si annulla del prim'ordine nei punti 

± mio- w, (»),-...- m„ (0^ 

e ne studiò le proprietà. 

. Poiché specializzando questo prodotto al caso di due soli numeri co , (0| , esso 
diviene esattamente la funzione di Heine, Appel continuò a chiamare fun- 
zione anche il suo prò lotto generale. 

È da notarsi per altro, che, se esiste una certa analogia tra le funzioni 
di Appcl e la funzione emiseno del Betti, non è tuttavia quest* ultima un caso 
particolare di quelle ; giacché quando i numeri dati io si riducono ad un solo , 
la di Appel corrispondente non è altro che la funzione seno moltiplicata per 
un esponenziale coiresponente intero. 

11 Pi neh e rie nella sua nota: 

« Sur une ^eneralisation des fonctions Kuleriennes » pubblicata nei rendi- 
conti dell'Accademia di Scienze di Parigi (t. CYI, N*» 4 , 23 Gennaio, 1889;, dà 
un inte^rrale definito, il quale, specializzato, equivale alla derivata n"»* del loga- 
ritmo di una funzione intera che si annulla nei punti 

Questa funzione intera evidentemente comprende come caso particolare la 
funzione e7/iiseno. 

Ora io mi sono proposto appunto di studiare questa funzione, e porre sotto 
forma di integrale definito , non la derivata /i""^ del suo logaritmo , ma questo 
stesso logaritmo. 

Per costruire questa funzione mi sono servito del celebro teorema del Hit- 
tag-Leffer e di quello dei Veierstrass relativi appunto alla costruzione delle 
funzioni aventi una sola singolarità essenziale alTinfinito, ed aventi poli zeri 
di ordine dato in punti dati dei quali in ogni porzione finita del piano cade un 
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numero finito. Ma per applicare questi teoremi al nostro caso occorre sapere se 
i punti 

— m, (0 - Wjioi — ... - ???,,(o„ 

sono tali che in ogni porzione finita del piano ne cade un numero finito e non 
ve n'è alcuno ripetuto infinite volte; o almeno a quale condizione devono sod- 
disfare i punti w, , toj, ... , 10^ , perche ciò avvenga; e poi per quali valori di pi 
e dei numeri w sia convergente la serio multipla : 

eo 00 co 

(") X X • • • 5j ^ 



Ilo dovuto premettere quindi due teoremi , per dare con uno la condizione 
necessaria e sufiicionte perche in ojni porzione finita del piano caia un numero 
finito di punti 

- ??i, (0, — ?7ìj Wj - . . . - m^ to„ 

e non ve ne sia alcuno ripetuto infinite volte ; coM'altro la condizione necessaria 
e sullicicnte per la convergenza della serie (^0* 

§ 2. 

Abbiansi nel piano complesso n punti qualunque : 

■Ri 9 ^t ^ * • * ) ^11 

diversi da zero. 

Diremo chi tutti I punti 

(wi, , m» , . . . , m. = , 1 , 2 , . . . , 00) 

formano il sistema (tc, i;^ . . . icJ. 

Dimostriamo che : 

({ Condizione necessaria e suflloiente adlnchè in ogni porzione finita del piriuo 
a cada un numero finito di punti del sistema (iTi , i^t • • - ^n) e nessuno di essi 
» venga ripetuto infinite volte, e che fra i numeri dati iCf ,i:|, ... «ic^, ve ne sia 
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a uno 7;, , tale clic i rapporti 



(1 = 5,3, ...,70 

a abbiano lutti il coelTIcientc della parte immaginaria dello stesso segno ; e se 
« qualcuno è reale, esso sìa positivo ». 

Osserviamo subito che tale condizione equivale alTaltra, che cioè 

(( si possa condurre per T origine una retta, in modo che gli n punti dati 
a cadano tutti dalla stessa parte del piano rispetto ad essa, e nessuno su di essa ». 

Dimostriamo prima che questa condizione è necessaria, ossia che se essa non 
è soddisfatta esistono porzioni Unite del piano in cui sì hanno influiti punti del 
sistema (K^ tTj ... tcJ qualcuno di questi è ripetuto infinite volte. 

Per questo, ad ottenere maggiore semplicità, potremo supporre che i punti 
dati sian tre soltanto, che se poi saranno in numero maggiore, a fortiori il teo- 
rema sarà vero. 

Ci serviremo dì considerazioni geometriche. 

Premettiamo il lemma: 

Se si hanno tro. rette oX , OB , OC^ uscenti da un punto tali che sia : 

AOB< 180° 
(b) ^ BOC < 180° 

COA<180°, 




presa un'altra retta qualunque OD che non sia nel prolungamento di alcuna delle 
precedenti, ve ne saranno sempre due di queste, OB^, OC", tali che insieme alla 
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OD soddisfanno alla stessa condizione : 

D B < 480« 
(e) \ BOC<180* 

COD < 180*. 
Infatti, la nuova retta OD cadrà entro uno dei tre angoli formati dalle rette 

A 

precedentemente date, p. e. entro A G. 

Consideriamo il prolungamento OE del segmento OB che non è uno dei due 

Iati dell'angolo A C entro cui cade la nuova retta OD. 

A ^ A 

Quest'ultima sarà entro uno dei due angoli A OE , EOO (non potendo per 
potesi coincidere con 'OÈ), 

Escludiamo quella delle tre rette date che insieme alla OE comprende la 
retta OD. 

Nel caso della figura ?a esclusa la OA. 

È facile allora dimostrare che le rimanenti oF, ÒiJ delle tre rette date, in- 
sieme alla nuova OF, soddisfano alle disuguaglianze (e). 

E infatti si ha : 

BOD <BOD + DOE= 180* 



ossia ; 



BOD< 180^ 



DOC<AOC<180^ 

per le (6). 

BOC<180<> 



Sieno ora tti , t7| , TC3 tre numeri tali che non si possa condurre per la origine 
una retta che divida il piano in due parti in una delle quali cadano tutti e tre 
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i punti dati ; ossia supponiamo che tali punti soddisflno alia condizione : 



A 

iTjOt:, < 180*» 

i ^ 




Dimostreremo allora che, se in ogni porzione finita del piano cadono punto 
del sistema {l:^ tu^ 1C3) in numero Anito , si possono trovare tre numeri interi po- 
sitivi p , 9 , r per i quali si ha : 

pit, -f 9TC, + rTr, = 0; 

il che equivarrà a dire che tutti i punti del sistema (iC| ir^ 1C3) vengono ripetuti 
infinite volte. 
Poniamo : 



(d) 



114 = STtj + TCj 



1^5 = 8^1 + ^a 



^« = *^« + ^1 



e prendiamo s abbastanza grande in modo che si abbia 



A 



tt^Oks < 180'* 



A 



Tt5 0Ke< 180*» 



\ i:«0it4< 180^ 
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il che potrà sempre farsi perchè prendendo s convcnientenìente grande, le rette 
Òic^, Oic^» Uni potranno ridursi rispettivamente vicine tanto quanto si vuole alle 

rette OtTi , OiTj , Oit,. 

Co) centro neirorigino conduciamo un cerchio che comprenda nel suo interno 
tutti i punti 

(m, , w, , mj = , 1 , 2 , . . . , 8) , 

(fra i quali si trovano anche i punti ir, ttj ir, tc^ itg 1:^). 

Oltre i punti (e) dentro il detto cerchio, potranno cadérne altri del sistema 

(t;i «« ^«)- 

In tutto sieno m. Li chiameremo 

«^1 , T^i . . . . , Tt^ , ('H > 6). 

Preso allora uno qualunque tc^ 0'<m), dì questi punti, se ne potranno sempre 
trovare due altri ir„ Tt| per i quali si abbia : 

A 

it^Otc^ < 180** 
(f) { ir^OiCi < 180*» 



A 

\ tc^Ot:, < \ 80^ 

giacché se r^ si trova sul prolungamento di una delle tre rette Oir^ . o¥^ , Oir, , 
per il lemma dimostrato potremo trovare i due punti it^ e ir^ fr.i t:^ , rj , ic^ ; e 
viceversa, se ^^ si trova sul prolungamento (ii una di quest'ultimo rette, troveremo 
i due punti tt^ tt^ , fra ir, , tt^ , tTj. 
In ogni caso si avrà sempre : 

( 7c„ = au, + giTa + T^3 
( 1:^ = 5ir, + TfTCj + EKa 

ed a , ? , Y saranno interi positivi nulli ; ma uno di essi almeno dovrà essere 
diverso da zero. Lo stesso dicasi per 6 , y , e. 

Ora si prolunghi il segmento Oi^ dalla parte di Kj. e quello Ok^ dalla parte di 0. 



Digitized by 



Google 



)( 76 )( 
Si conduca hi t^ parallela alla OÌT^ e la À¥, parallela alla"oìic^ 




Potranno darsi due casi. 

11 segmento OB sarà commensurabile col segmento Oic^, o.ìpure no. 

Però, potremo sempre trovare due numeri o e p tali che si abbia : 

o(ÒB) = pTTy nel l® caso , 

o(OB)- p7Cy + T nel 2<> caso, 

essendo a e p interi e positivi e i positivo piccolo a piacere. 
Sia : 

OC = pTCy nel r caso ; 

OC = pie, + T nel 2® caso ; 

Per C conduciamo la CD parallela allaTB ed a partire da D sulla DO, con- 
tiamo verso il segmento Otti un conveniente numero \k di voHe fino a che si 
venga ad ottenere un certo numero E dentro al cerchio considerato. 

Per le (/*) il prolungamento di tc^O dalla parte di deve necessariamente es- 

A 

sere compreso nell'angolo tt^^Otc^. e quindi il numero E sarà dato dairespressionc 

pTTy + oic^ -f ptiTi nel !• caso 

pTT, + oTTp + ptir^ + T nel 2* caso 

essendo p a in numeri interi positivi. 
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Siccome z può prendersi piccolo a piacere, cosi in tutti i casi, il numero 

6 interno al cerchio considerato. 

Si noti che se il prolungamento di ìrjo dalla parte di^O non fosse compreso 

A 

nclFanijolo ic^Oir^, o o o p sarebbero negitivi, mentre i ragionamenti che ora 
faremo si basano sul fatto che p o e pi sono positivi. 
Poiché il punto 

è interno al solito cerchio, esso sarà uno degli m punti 

t:, ir, . . . 7c^ 
Chiamiamolo ic^ 
Avremo : 

ossia per le (g) : 

TCy^ = pic^ + Xtc, + vit, + xi^a 

essendo ? à v Xi numeri interi positivi. 

Ripetendo lo stesso ragionamento su tt^ , si avrà 

^r,= PiV, + ^i^2 + v,TCj+Xt^s 

6 Pi ^1 ^1 Xi saranno interi positivi, e ic^ sarà interno al solito cerchio. 
Cosi proseguendo avremo in generale : 

\m ^ ^^^% ■*■ '■* ^* "^ ^< ^* "♦■ X< ^s- 

I numeri p^ X^ v^ x^ saranno interi positivi ed uno almeno di ciascuna terna 
À^VjXj sarà diverso da zero. 
Ma questi numeri 

SODO» in altr* ordine, alcuni v tutti i numeri 

quindi i primi membri delle precedenti uguaglianze dovranno ripetersi. 
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Sarà 



* Trr= h^^r^ + ^iit. + v^r.j H-X/^3 . 



e sostìlueiìdo a i:^ il suo valore in funzione di tc- ; a ic- il suo valore in 
funzione dj ic- , ecc. , 
si avrà inflne : 

dove 5 sarà certamente > 1 e intero, e dei tre numeri interi positivi ii C 6 , uno 
almeno sarà diverso da zero. 
Si avrà dunque : 



ossia per le (g) 



(S- 1)7:, + )ìt:, +;:Tta+5TC3 = 0, 



pt^i + gir, -f rTTj = 0. 



Dunque i punti del sistema {K^ ic^ iCj), o si ripetono inQuito volte, o ne cade 
infiniti in porzioni finite del piano; e ciò perchè i numeri dati ir, 1:2^39 non sod- 
disfano alla condizione posta ncirenunciato, la quale dunque è necessaria. 

Dimostriamo ora che l'esistenza di una retta per ^origine , tale che in una 
delle due parti in cui resta diviso il piano (esclusa questa retta), non cadano punti 
{^:^ itj . • . tc„) , è condizione sullìciente perchè in ogni porzione finita del piano 
cadano punti del sistema (tc^ tc^ . . . irj sempre in numero finito e nessuno di essi 
venga ripetuto infinite volte. 

Consi«lcriamo infatti un campo finito che corapren le gli n punti dati tCjTu, ..tc„. 

Chiamiamo a la retta considerata neirenunciato , e prendiamo un punto a 
giacente in quella stessa parte del piano, rispetto alla retta a, in cui si trovano 
i punti J:^^:^ . . . t:„, ed avente il modulo minore del più piccolo dei moduli di 
^1 "1 • • • ^fi» ^ TarLomento tale che l'angolo che la retta aO fa colla retta a, sia 
minore di tutti gli angoli che le altre rette ìr^ , tcjO , ... , r^^^ fanno colla stessa 
retta a. 
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Sia II la distanza di a dalla retta a. 




È evidente che allora la distanza del numero w?, r, 4- ... + m^T:^ dalla retta 
a , 6 più grande della distanza di (??i^ + w?, + . . . ^-mja, pure da a; ossia è 

Ha potremo prendere sempre 

m = m, + w, + . . . + wiu 

in modo che m/i sia maggiore di qualunque quantità data ; e quindi anche in 
modo che tutti i numeri del sistema (:c, tk^ . . . i:J, dati da 

(m + V,) t:, + . . . -f (m + v J ir„ , 

sieno fuori del campo Anito considerato ; e siccome gli altri che possono cadere 
in questo campo sono in numero Anito, resta cosi dimostrata anche questa se- 
conda parte del teorema, 

5 3. 

Dimostriamo ora Taltro teorema: 

a Condizione necessaria e sufliciente per la convergenza indipendentemente 
a dall'ordine dei termini della serie multipla 



9? 00 00 

CO S 2 • • • 2 



1 



(»ii = tWj = ••. = f»|, = 0) 

(t intendendo col segno (m^^.. .-mf^=>0) sotto 1 simboli sommatorl , che va 
a escluso il termine in cui si ha 

wii =5 w?| = . . . = ?n„ ss » 

tt è : 
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1.® a Che fra i numeri dati 

ii il, 

a ve ne sia uno ic, , tale che i rapporti — ' (i =: 2 , 3 , . . . , 7i) abbiano tutti il 

a coelTlciente della parte immaginaria dello stesso segno ; e se qualcuno di tai 
« coefficienti è reale, esso sia positivo ; 

2.® « Che sia iJi> n ». 

Che la prima di queste condizioni sia necessaria è evidente , giacché se si 
potessero trovare infiniti punti del sistema {Tì^t:^. . .z^) in una porzione finita del 
piano, si potrebbe certamente dare un ordino tale ai termini della serie (/i) . da 
farla diventare divergente. 

Occupiamoci quindi della seconda. 

Osserviamo dapprima, che quando i numeri tC| i:, . . . i:,i soddisfano alla prima 
condizione dell'enunciato è possibile trovarne un altro ic tale che i rapporti 

— = a, + /fc,. r = I , 2 , . . , , n) 

abbiano tutti la parte reale dello stesso segno e diverso da zero. 

Ciò posto la serie (/i) sarà convergente o divergente insieme airaltra : 

y ! 

^m, M, ... m, \ma^ + ... + m,o, + t(m, 6, + ... + m, 6J p ' 
(iMj=ii»,=...=m,=0) 

e quindi anche insieme alla serie dei moduli di quest'ultima : 

(0 S 



Chiamiamo A un numero positivo maggiore dei valori assoluti di tutti gli altri 

ai Qi • > • Uf^ b^ b% > • • b^j 

ed a un altro numero positivo minore dei detti valori assoluti. 
La serie (() e quindi la {h) sarà divergente coiraltra : 



(0) 



2(m|A + r7?,A + . . . + m^, A)»* * 
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e , poiché le a,- son tutte dello stesso segno e diverse da zero, sarà convergciitc 
con la serie : 

y ^ . 

ossia potremo dire che la serie (h) e divergente o convergente insieme alla serie: 

00 

>^ L 

Ma per induzione si dimostra subito che, condizione necessaria e sufììcicnto per 
la convergenza di qucst'uUimji, è che sia [x > m ; quindi il teorema è dimostrato. 
Quando i numeri i:, ir^ , .., , r,,. soddisfano alla condizione delta ncirenunciato, 
anche gli altri (—::,), t^z ,..., i:,» , è facile dimostrare che vi soddisfino, quindi 
sarà convergente anche la serie : 

GO 00 • 00 

V V < ^ >' [ 

w 
(m,=m,=...=m,=0) 



^»*t *"»•••'"» ('"« 'ft + •*• • + "»«-»)" 'T'»»!--'»» ("'l'^l + • . . + '"„-»)" 



CO ■ 00 



W 00 



che potrebbe servire alla costruzione delle funzioni di Appetì (incniorin citatn). 

§ 4 

Sappiamo ora dal teorema del Mittag-Leffer , che so a^ sono i punti di un 
gruppo tale che in ogni porzione Anita del piano ne cade un numero finito , si 
possono sempre trovare polinomi Vi(z) , tali che la serie 



|.i'''C"--«,)*'"'«l 



essendo le G^^'ac) funzioni intere arbitrarie della a?, sia convergente in ugual grado 
in ogni campo che escluda i punti a^. 

VCL. XXIX. 11 
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Se poi è : 

ossia : 

G,(_!_) = J!^. 

si sa che i detti polinomi hanno la formc\ 






p.(^)='».S;7^ 



essendo le \' convenienti numeri interi. 
Per punti o^ prendiamo i punti 

(m) m, t:, + . . . + m^ z^ 

(TWi = 0, 1 , , . . ,00). 

Cerchiamo i numeri interi X^ in modo che sia convergente la serie 

ossia l'altra : 

Ma, mod tende all'unità, col crescere di molaf verso rinflnilo, oi*"® 

--1 

basta che le \( sia tali, da render convergente la scric 



2,'--,^ 
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Se supponiamo cho le hi si mantengano tutte minori di una quantità data , 
basta prendere X,. = n. 

Poniamo h^^ 1 . 

Allora tutte le funzioni che hanno nei punti (m) dei poli del prim'ordìne col 
residuo 1 , sono espresse dalla serie 

00 . 

(n) g (z) + 2^^ ... „ J z-(m,u.+ . .. + ,«,.„) + 

(0) 

essendo g{z) una funzione intera qualsiasi di z. 

Passando dai lof^aritmi ai numeri e integrando la (ti) rispetto a z , avremo 
che tutte le funzioni le quali si annullano del prim* ordine nei punti (m), saranno 
espresse dal prodotto infinito 

ff (^ z \ 



(0) 



(0) e^ 



y 



§5. 



Chiameremo 

S (Z I TT, TTi . . . T:„) 

quella funzione fra le (o) , in cui si ha 

S(o) = 
cosicché avremo : 



(1) S(.|n>,....,) = .n«.,«^_ ,^j (i -„,,,-+Tr:T^,;^„) 



z^ 



y, — ) 
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Kaiiiincntiaino ora le Torniule : 



(/') 






' dx 



^ a 



in) 



\ 






/ -f 
■' 



a? 



da? ~ Tri -h log a 
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(patte reale di a positiva 
(parte reale di a negativa 

(p. r. di a 4- 
(p. r. di a - 



die sì deducono dalle (p) ; 



[ I e-** 07* dac = ^ 



,«+1 



(p. r. di a . -i- 



in 



e Tsiltra ; 






«* x'dx = 



s! 



(_j).4-ia'-^ì (P- r- di a , - ; 






da cui si deducono quest'altre 



f PO QO 



-^«i. ^«1. • • -2^ 



-m,jt,-»ij»,-.,.-w„»„_ 



»»« T»"* 



»•» 



n, (1 - e"'*) 



(p. r. di a,, a,,. .,,«„,+ 



{-) 



/ i ■■' j • • • / i ^ 

' * '* 

1 = (P- r. di a, ,«,,...,«„ , -. 

1 11,(1-'.'') 

» 
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Ora , dalla (l) abbiamo 



log 



n 

Per applicare le formolo precedenti , supponiamo che i numeri ir, t:, . • . t^,* 
sieno tutti nel primo quadrante, e z possa variare solamente nel terzo. 
Allora avremo : 

r* e^ 
log S(2 TC| TTjj . . . i:„) = - rd - j — da: h 

(0) 



(0) 






io L X X ^p p! 

gn —(va. m' ±. J.tM «r ^'M 

+y ) 



' » «*' 






-2.^' • ^'1]= 



1 p p! 
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. r r 1 2e" V (-1)" »-. 
J l X X ~p p ! 



1 1 



+ 



11,^1 -e ) 



Avremo dunque : 
(2) IogS(z7r, u, . . .,itj = 






1 

+ — 



—n x ** — ^ iC 

a?n4(l-e ♦) «11,(1 -e ') 
1 1 



^.2 <^a,. L_.._] 

j p p! ^ J 



da? 



n,(i-c ) 

1 

t ho ò la formola che volevamo trovare. 

Essa vaio soltanto quando z è nel 3^ quadrante e i numeri ic, 1:2 . . . tc,^ sono 
rutti nel primo. 
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SULLA RELAZIONE 

DEI DUE METODI DI SOLUZIONE SINTETICO ED ALGEBRIC0-6E0METRIC0 
DEL PROBLEMA DEGLI /VSSI DELLE SUPERFICIE DI 2^ ORDINE 

NOTA 



DEL 



Prof. CARLO LOLLI. 



Il problema degli assi (Ielle siiporflcie di t^ ordine può vepir ridotto alge- 
bricamente albi determinazione delle sostituzioni , che rendono identiche le due 
equazioni : 

se 

9(37 , y , 5) = ffooos* + a,, 1/ + flj2 s« + Za^ji/s f ìa^^zx + 2(ro, xy. 

L'equazione 9(cc,y,5) = rappresenta una superficie conica di 2® ordine i 
cui lati passano per i punti , che la superficie data ha comuni col piano infinita- 
mente lontano. 

Acciocché le sostituzioni : 

f a? = a<> X + a' Y + a" Z 
(2) \ y^b^X + VY + b"Z 



2 = e** X + e' Y H- e" Z 
riducano la prima equazione (I) ad una equazione identica, devono i cnclHcicnti 
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di sostituzione soddisfare alle seguenti equazioni : 

(3) { a' (aooa"+ao|b"+ao»c")+ò' (a,oa"+a,,6"-f o„c")+c' (ajoa"+aj,6"-fa„c")=0 

Je quali s'ottengono, sostituendo nella prima equazione (1) per x,y,z i valori (2), 
e ponendo eguali i coefficienti dei prodotti delle variabili in ambe le parti della 
equazione. 

Si vede da queste equazioni , che le rette determinate da a® , 6® , e® ; n' . . . 
sono coniugate in rapporto alla superficie conica o{x ,y , z) = 0. 

Queste 3 rette passeranno quindi per 3 punti air infinito, che formano un 
triangolo polare, in rapporto alla curva infiiiitaraente lontana della superficie, di 
cui si ricercano le direzioni degli assi. 

Simili considerazioni si posson fare sulla seconda equazione (1) e sulle so- 
stituzioni che rendono la stessa un'equazione identicn. 

Questa equazione rappresenta una superficie conica di 2® ordine , i cui lati 
passano per il cerchio (immaginario) infinitamente lontano della sfera. 

Acciocché le sostituzioni (2; rendano quest'equazione un'equazione identica, 
basta che le rette, determinate da queste sostituzioni, passino per i vertici di un 
triangolo polare del cerchio infinitamente lontano della sfera. 

Rendano le sostituzioni (2) ambe le equazioni identiche, allora gli assi delle 
nuove coordinate, determinati dalle stesse, passano per il sistema di poli armonici 
comune alla curva infinitamente lontana della superficie ed al cerchio infinitamente 
lontano della sfera. 

Si può anche dimostrare, che si ottengono gli assi di una superficie di 2* or- 
dine, il cui centro non è all'infinito, tinche algebricamente, quali generatrici co- 
muni di due coni , e che questi coni si possono immaginare generati in egual 
modo, come succede trattando il problema coi metodi della geometria nuova. 

Si ottengono per la direzione del diametro, che ò perpendicolare al suo piano 
coniugato, le seguenti equazioni : 

a S V 

(i) - - - ' 



«ooa+<'oiP+»o2T ^'ioa+"iiP+ai2T «toa^a«iP+««ì7 

chiamando con a , ^ , ^ i coseni degli angoli , che il diametro racchiude con gli 
assi delle coordinate. 

Sia riferita l'equazione della superficie ad un sistema di coordinate che abbia 
per origine il centro della superficie stessa ; e sia l la distanza di un punto qua- 
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lunque ^ j/ di un asse delia superficie dal centro : le coordinate di questo punto 

f ^ 
soddìsferanno alle seguenti equazioni : 

(5) 5 = _ — y = — _^_ 

aooCC-haoi?/+Ooj2 o^o^+^'uy+^u^ Cf2o^+«2iy+''=2 2 
che s'ottengono sostituendo in (4) per a = -— , p = -^ , Y= -—. 

Ibi 

Da (5) si Iianno le seguenti tre equazioni : 

a;(«2oaJ + a2iy + ««^) = ^(«00^5 + «012/ ^^o«2) 
i/(a2oa5 + a„y4-a24 2) = 5j(aoiac + a„y \ a^^z). 

Queste tre equazioni rappresentano tre superficie coniclie col vertice nel- 
Torigine delle coordinate, e le cui generatrici comuni danno gli assi della super- 
ficie data. 

Queste tre superficie non si trovano però, come si vede dalle loro equazioni, 
in posizione indipendente una dall'altra. Osservando le forraole (/>), si vede subito 
che la prima e seconda superflcie hanno comune la retta 

la prima e la terza la retta 
e la seconda e la terza la retta 

2 = , «20® + «»l3/ + ^2«2 =0. 

Per le altre generatrici , che sono comuni a due di queste superflcie , passa 
però anche la terza. 

Per rendere evidente ciò, si metta per brevità : 

co (aio® + a„3/ + 0,2) - y (Oq^co + ao,t/ + a^iZ) = k^ 

y {a^oos + flji!/ + ^m) - cc(«4oa? + duV + cniZ) = k^ 

z (atoO) + 02,1/ + «ta) - 2 (^00^ + ^oìV + «oa«) = h » 

VOL. ZXIX. 13 



Digitized by 



Google 



)( 90 )( 

allora si ha : 

/Ss si riduce quirnli a per le coordinate delle generatrici comuni alle superficie 
coniche /t, e ft^ » <^ ^^^^ ^^^ si trovane nel piano 

^loiK + cHiy f «12^ = 0. 

In questo piano giace però, come lo «rimostrano chiaramente le loro equazioni, 
soltanto la generatrice 

comune alle due superficie k^ , k^. 

Passando al modo di generazione delle superficie coniche /i, , ^2 > ^s ? si vede 
che la prima si può immaginare generata dai due fasci di piani : 

\^x + X2J/ = 

la seconda dai due fasci di piani 

\y + XjZ =r 

\ (aioaJ+an2/+Oi2^) + ^2 (a2oaJ+c'ny+^22^) = 
e finalmente la terza dei due fasci ; 

l^x + Xj2 = 
^i (aooa5+Oo,3/+ao2;J) + \ {Qti,x\a^^y-\'a^^z) = 0. 
Si osservino più da vicino i due fasci 

\x + Xjj/ = 
X, (aooaj+aoi3/+0os^) + ^a (^lo^+aiil/f ^^^jj) ?= 0. 
Il piano X|X + X|t/ = è normale alla retta 

z = , Xjos - X,2/ = , 
ed I! piano 
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è coniugato alla stessa linea retta 

2 = , Xjoc - X^y = 0. 

Quando una retta descrive il fascio di raggi : 

2 = , XjO? — X,y --- , 

allora il piano ad essa coniugato descrive il fascio di piani : 

^1 Koa? + Oo,i/ + OoiZ) + Xj {a.^x -{-a^^y + a^^z) = 

ed il piano ad essa perpendicolare il fascio di piani : * 

X,.T + X^y = ^. 

Potendosi iniinnginare la superficie conica fc, come prodotta da questi due 
fasci di piani, così ogni generatrice della stessa sarà perpendicolare e coniugata 
ad una retta del fascio di raggi 

2 = , XgX - X^y = 0. 

Facendo simili consiierazioni sopra i due fasci dì piani 

'k^y + : ,2 = 

si viene ali i conclusione, che le generatrici della superficie /r, sono perpendicolari 
e coniugate alle rette «lei fascio di raggi : 

CD = , Xjy = X^z = 0. 

Si è veduto, che le generatrici, comuni alle due superficie fe, e fc^ eccettuata 

y = . cf,oX ft/|,y + a,i2 = 0, 

danno gli assi delia superficie data. 

Quest'ultima retta è perpemlicolare e coniugata alla retta d'intersezione de: 
due piani 

2 = , a? = 0. 



Digitized by 



Google 



)( 92 )( 

ANNUNZIO BIBLIOGRAFICO 



Introduzione alla Teorìa matematica della Propagazione del Calore 
(nei corpi solidi atermani) 

del dottor 

Enrico de Amicis 

Profossore di Matematica nel R. Istituto tecnico Leonardo da Vinci, 
e nelle scuole d'ani e mestieri e di commercio di Alessandria. 



Torino. — £. Loescher, 1891. in 8* pag. 63. 



Poiché non si ha ancora in Italia un* opera d'istituzione, nella quale si trovi 
esposta la (eorm matematica della propagazione del calore, argomento che pur 
viene annualmente trattato nelle nostre Università dai Professori di Qsica-mate- 
maticH, TAutore di questo opuscolo, con una particolareggiata introduzione a sif- 
fatta teoria, che vale a spianarne le prime diffìcoltà, ha fatto un lavoro utile, che 
può riuscire di aiuto ngli studenti del 2^ biennio delle Facoltà di Fisica e dì Ma 
tematica. 

L'Autore ha esposto ancora nel libro alcune teorie, o parti dì teorie, che 
possono essere utili in svariate questioni agli studenti di matematiche pure, come, 
per esempio, T integrazione relativa ad una mezza sfera, la costruzione di funzioni 
analitiche discontinue, la trasformazione di forme differenziali, e la estensione del 
teorema di Stocc alle coordinate curvilinee. 

G. B. 
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GEOMETRIA ANALITICA CARTESIANA 

PER 

G. BATTAGLINI 
(Vedi Voi. XXIX , pag. 3 di questo Giornale), 

II. 
Il punto» il piano e la retta nello Bpasio. 

1. 

Nozioni preliminari sulla Geonnetria analitloa dello spazio. 
Coordinate cartesiane e polari. Proiezioni dei segmenti rettilinei 

e delle aree piane. 

I. Dopo di aver stabilito i principi! e le forinole fondamentali della Geometria 
analitica per le Qgure determinate da punti appartenenti ad una retta , da rette 
condotte per un punto in un piano, da punti e rette appartenenti ad un piano, 
passiamo a trattare delle figure determinate da punti, rette e piani nello spazio. 

Per determinare la posizione di un punto p nello spazio si conducano (fig. 1) 
per un punto arbitrario tre rette (Ox , Oj/ , Oz) , che non siano in un piano ; 

13^ 




(fig. 1) 
i piani condotti per p e paralleli rispettivamente ai piani yOZiZOXjOiOy incon- 
trino le rette Ox , Oi/ , 0;; nei punti I , tm , n ; è chiaro che la posizione di p re- 
sterà determinata da quelle di { , tn , n , vale a dire dalle distanze 01 . Oni > On 
di l^m ^n dal punto , preso come origine sulle rette Ox.Oy ,0z , dando a 
quelle distanze i segni convenienti, secondo la posizione di l^m^n da una parte, 
dalFaltra, dell'origine. Si compia il parallelepipedo di spigoli 0i,0r/4,0a, e 
si ponga 

x = 01 s^lp -a, j/ = Oni = mp = 6 , z = Oh = np = e ; 
con le tre equazioni 
(i) a5 = a , y = 5 , 2 = c, 

sarà determinata la posizione di p , che si dirà il punto (a , 6 , e). 

Le quantità a , b , e si dicono le coordinate di p , rispettivamente la a; , la 
y , la 2 ; le rette Ox , Ot/ , Oz sono gli assi, yOz , zOco , (cOy i piani delle coor- 
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dìnate , è V origine delle coordinate. Per fissare le idee riguarderemo positive 
le x a dritta del piano j/Oz, le y in avanti del piano zQx , e le 2 al di sopra 
del piano xOy , sicché si vedrà immediatamente quali siano i segni delle coor- 
dinate di un punto p , in ciascuna delle otto regioni in cui è diviso lo spazio dai 
piani delle coordinate. Por ogni punto nel piano yOz , zQx , xQy è nulla la x , 
la 2/ la 2 ; e per ogni punto sull'asse 0x,0y,0z sono nulle le (y,^), le (2 yX) 
le {x,y)\ le coordinate deli*origine sono tutte e tre eguali a zero. Due punti 
che haYino coordinate eguali e di segni conlrarii sono per dritto con T origine e 
ad eguali distanze da essa. Le coordinate di cui si tratta le diremo (come prece- 
dentemente pel piano) coordinate carlesianc. 

Evidentemente una eola delle equazioni (1) caratterizza tutt*i punti apparte- 
nenti ad un piano parallelo ad uno dei piani delle coordinate , e due sole delle 
equazioni (1) caratterizzano tutl' i punti appartenenti ad una retta parallela ad 
uno degli assi delle coordinate ; tutte e tre quelle equazioni , come si è detto , 
determinano un punto. 

Un'equazione tra le coordinate (x,y,z) definisce una serie doppiamente in- 
finita di punti p che con le loro coordinate la verificano , vale a dire determina 
una suporBcie ; ed infatti assegnando a due delle coordinate di p , (p. e. ad x 
ed y) due valori arbitrari x^a^y-U, il che determina un punto (a , b) nel piano 
delle (X ,y), Tequazione proposta darà un numero limitato di valori corrispondenti 
per la terza coordinata z di p, quindi variando a e 6 i punti p costituiranno una 
superficie. Se T equazione proposta contiene due sole coordinate ;p. e. x ed y) 
essa , nel piano di queste coordinate , definisce una serie semplicemente infinita 
di punti, che con le loro coordinate la verificano, vale a dire determina una linea ; 
sia (a , ò) un punto di questa linea , allora tutt' i punti dello spazio per ì quali 
si ha x-a,y = b, cioè quelli della retta parallela all'asse delle z condotta pel 
punto (a , ò), con le loro coordinate verificheranno sempre Tequazione proposta ; 
questa definirà quindi una serie semplicemente infinita di rette parallele all'asse 
delle z, vale a dire una superficie cilindrica, che ha i lati paralleli all'asse delle 
z , e per base nel piano delle (x , y) la linea rappresentata in questo plano dal- 
l'equazione proposta. Finalmente se l'equazione proposta contiene una sola coor- 
dinata (p. e. la X) , vi sarà un numero limitato di valori di x che la verificano, 
i quali determineranno sull'asse delle x un gruppo di punti ; sia a uno dei sud- 
detti valori di x, tutt' i punti dello spazio per i quali si ha x = a, cioè quelli 
del piano parallelo al piano delle (y , z) condotto pel punto (a , , 0) con le loro 
coordinate verificheranno sempre l'equazione proposta; questa definirà quindi un 
gruppo di piani paralleli al piano delle (j/,2), condotti per i punti doifasse delle 
X, che su questa retta sono rappresentati dall'equazione proposta. 

Due equazioni simultanee tra le coordinate definiscono la serie, semplicemente 
infinita, dei punti comuni alle due superficie determinate rispettivamente da cia- 
scuna delle equazioni proposte, vale a dire determinano la linea d'intersezione di 
quelle due superficie. Ogni altra equazione dedotta dallo due equazioni proposte 
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determina un'altra superficie che passa per quella linea ; in particolare se tra le 
due equazioni proposte si eliminano successivamente la x, h\ y o in z^ le equa- 
zioni a cui si perviene determineranno rispettivamente le superficie cilindriche , 
che passando per la linea nello spazio, hanno i lati paralleli all'asse delle ^, delle 
y delle z. 

Finalmente tre equazioni simultanee tra le coordinate determinano il gruppo 
dei punti comuni alle tre superficie detcrminate rispettivamente da ciascuna delle 
equazioni proposto. 

La posizione del punto p nello spazio si può determinare ancora (fig. 5) per 
mezzo della sua distanza p {roggio vellore) da un punto Asso (polo), delTan- 




(flg. 2) 

golo 6 (angolo dC inclinazione) che il raggio vettore fa con una retta fissa con- 
dotta pel polo {asse polare), e dell'angolo 9 (angolo di declinazione) che il piano 
condotto pel raggio vettore e per Tasse fa con un piano fisso condotto per lo 
stesso asse. 

In questa prima parte della Geometria analitica non considereremo altri si- 
stemi di coordinate , con i quali si possono anche determinare le posizioni dei 
punti nello spazio. Le considerazioni fatte in [1,1] intorno alla Geometria ana- 
litica del piano si estendono alla Geometria analitica dello spazio. 

2. Siano Pi , Pj (fig. 3) due punti della rotta r , e p un'altra retta, asse ; 
conduccndo per p, e p^ i piani perpendicolari all'asse, che l'incontrino in C3| e 




(flg. 3) 



Ci, 8i din\ c9|C| la proiezione del segmento p^ pi sull'asse p; indicando con 9 
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Tangolo delle due rette r e p, cioè 1* angolo che la prima di esse fa con h\ pa- 
rallela alFaltra condotta per uno qualunque dei suoi punti, si avrà evidentemente 



(0 



C3| csi = Pi Pi COS9. 



La proiezione del srgmcnto avrà con questo Io stesso segno, il segno contrario, 
secondo che Tangolo 9 è acuto ottuso. 

Siano ora p, .P2»P3-"Pii-.iiPn ' vertici di un poligono aperto, (piano storto); 
proiettando i suoi lati sull'asse p , si vedrà chiaramente che la proiezione C3, C3^ 
del Iato p, Pn , che chiude il poligono, è eguale alla somma (algebrica) delie pro- 
iezioni c3| C32 , C3, csj ... C3„_| C3„ dei Iati p, Pi , p» Ps .. p„.| Pn ; adunque 



(2) 
onde 






vale a dire a la somma algebrica delle proiezioni dei lati di un poligono chiuso 
sopra un asse è eguale a zero ». 

Siano Oa? , Oy , Oz (fig. 4) tre assi coordinati ; (a? , y , 2) le coordinate df un 
punto p ; (a , p , 7) gli angoli che il raggio vettore Op = p fa con gli assi ; pro- 




(«g. 4) . 

iettando successivamente la linea spezzata formata con le coordinata di p sugli 
assi, 6 sul raggio vettore, si avrà, per le formole (1) e (2) 

rr + y cosya? + zcoszx = pcosa , cccos^ry + y f zcoszy = pcos? , 

ce cosaz + y cos yr + z = p cos^ , 

(3) oleosa +ycos[i + rcos^ = p. 

Moltiplicando quest*ultiroa equazione per p, e sostituendo per pcosa,pcos^, 
pcosY i valori dati dalle altro tre equazioni verrà 

(l) p' = »' h y* + «* + 'iyz cosyz + ìzx cosz» + 2ajy cosccy , 
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forinola che esprime il quadrato della diagonale di un parallelepipedo obliquo, 
per mezzo dei lati e degli angoli da essi compresi. Se il parallelepipedo è ret- 
tangolo sarà semplicemente 

(4)' p« = x^ + y* + zK 

Elimina..do x^y^z^f dalle (3) (o^e entrano omogeneamente) si avrà 

1 , cosyx , coszx , cosa 

1 , cos^y , cosp 

cosy^ , 1 , cos-y 

cos Y , 1 



(5) 



cosacy , 
cosaci , 
cosa , cos^ 



= 0, 



formola che dà la relazione fra gli angoli a,p,Y che una retta p fa con i tre 
assi obliqui delle x,y,z. Se gli assi sono rettangolari sarà semplicemente 



C5)' 



cos* e. f cos* g + cos* 7=1. 



Consideriamo due raggi vettori (flg. 4) Op' = p'. Op" = p", che comprendono 
Tangolo 0; siano rispettivamente {x' ,y' yZ') Jx" ,y'\z") le coordinate di p',p"; 
(a' , ^\y) , (a", g" , Y") gli angoli che p' , p" fanno con gli assi; applicando le 
formole (3) a p' e p'\ e proiettando la linea spezzata formata dalle coordinate 
di p\ di p"j su p", su p', si avranno inoltre le relazioni 

a/ cosa"+y' cos^" + z' cosy" = p' cosd , ce " cosa' + y" cosg' -f z" cos^' = p" cos9 , 

sicché eliminando a?' , y' , 2' , p', pure x' , y'' , z'' , p'', tra la prima , la se- 
conda, di queste relazioni, e le tre prime equazioni (3) relative a }>', a p'\ si 
troverà (nella prima nella seconda forma) 



(6) 



i , cosyo? , C082X , cosa' 

cosccy , 1 , coszy , cosg' 

cosojz , cosyz , 1 , cosy' 

cosa'' , cos^'' , cosy" , COS9 



1 , cosyo? , COS23C , cosa" 

cosojy , 1 , cos^y , cosf'' 

cosxù: , cosy5 , 1 , cosy'' 

cosa' , cosfl' , cosy' , cosO 



= 0, 



forroola che dà il coseno dell'angolo 0, compreso da p' e p'', espresso per mezzo 
degli angoli che p' e p'' fanno con gli assi obliqui delle x ,y ^z. Se gli assi sono 

YOL. XXIX. 13 
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rettangolari sarà semplicemente 

(6)' cos = cos a' cos a" + cos P' cos P" + cos Y cos y''. 

Da questa si ricava 

sen*0 = 1 -cos*0 = 

(7) = (cos* a' + cos*P' + cos*y') (cos* a" + cos* P" + cos*^") 

— (cos 7/ cos a" + cos ^' cos p" + cos Y cos y )* = (cos 3' cos y" - cos y' cos ?'')* 

+ (cos Y cosa"— cos a' cos y")* + (cos a' cos ?' - cos ^' cos a"j* , 

sicché il quadrato della distanza del punto p' dalla retta p'\ o del punto p" dalla 
retta p', sarà dato da 

p'« scn'O = {y' cos^'-z' cos?")^ + (2' cosa" - oc' cos^'V + {x' cos?" - y' cosa'')* » 

(8) da 

p"* sen*0 - (j/" cosy — z" cosp'j* -f (5;'' cosa' - x'^ cosf;* 4- (a?" cos?' - y" cosa')*. 

Supponendo tuttora gli assi ortogonali , sia Op = p il raggio vettore perpen- 
dicolare al piano determinato da p' e p", e siano (a , ? , y) 8*^ angoli che esso fa 
con gli assi ; si avranno, per la (6)', le condizioni 

cosa cosa' hcos? cos^'h cosy cosy' = , cosa cosa"+cosg cosf+cosy cosy'' = , 

dalle quali, combinate con le (S)' e (1), si ricava 

coso cos? 

^ ^ cos ?' cos y" — cos Y cos ?" "" cosy cos a" — cos a' cosy'' "*" 

_ cosy _ 1 

"cos a' cos?" - cos?' cosa" " senO * 

Considerando il triangolo Op'p", e la sua proiezione Oa'cs" sopra uno de 
piani coordinati (p. e. sul piano delle {x,y)), sarà 

Op'p"=^ p'p"sene , ed Oc3'q" = 1 (a5'i/"-i/'a?") , (1,6), 

sicché osservando che 

aj' = p' cos af f y' = p' cos ?' ; ce" = p" cos a" , y" s= p" cos ?", 
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o' o" = - p' p" (cosa'cosp" - cos^'cosa'') = ^ p' p" sen 6 cos ^ 



(per la (9)), onde la relazione Oc3'c3" = Op'p"cosY , sicché « la proiezione di 
un triangolo sopra un piano è eguale al triangolo stesso moltiplicato pel coseno 
delfangolo che il suo piano fa col piano di proiezione ». Questo teorema si estendo 
alia proiezione di un poligono qualunque (decomponendolo in triangoli per mezzo 
di diagonali), e con considerazioni di limiti si estende alhi proiezione di un'area 
piana terminata da una linea qualunque. 



2. 



Trasformazione delle coordinate nello spazio. 

A. Il problema della trasformazione delle coordinato nello spazio ha per og- 
getto a Essendo date nello spazio le coordinate di un punto in un sistema, di tro- 
vare le coordinate dolio stesso punto rispetto ad un altro sistema ». Suppprremo 
in primo luogo che i due sistemi siano entrambi di coordinate cartesiane, e con- 
sidereremo tre casi diversi della questione. 

I.** Si voglia passare (fig. 5) dagli assi Ox , Oy , Oz agli assi 0'a;',0'y',OV, 
paralleli rispettivamente ai primi. Segniamo le coordinate di un punto p rispetto 




(fig. 5) 
agli assi primitivi, e rispetto agli assi nuovi ; avremo 

l^-x^m^^y.Ml^-z ; Tp = a?' , ?7i'/) = y' • u'p - z' ; 
poniamo inoltre le coordinate della nuova origine rispetto agli assi primitivi 

tp = t^ 0' -t- t'p , mp = moO' + m'p , np = n^O' + n'p, 



si avrà 
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a; = o-o -f 0)' , 2/ = I/o + !/' i z = Zo + z\ 



formolft per passare da assi qualunque ad assi rispeltivamente paralleli. 

2.*^ Si voglia ora passare (fig. 6) dagli assi 0a?,0j/,02 agli assi Ox\Oy\0'Z^ 
conservando la stessa origine. Siano le rette OE , 0>3 , OC rispettivamente perpen- 




dicolari ai piani 1/O2 , zOo? , xOj/ ; segniamo le linee spezzate Olnp^OVn'p for- 
mate con le coordinate di p rispetto agli assi primitivi e rispetto agli assi nuovi, 
e proiettiamole entrambe successivamente sulle rette 0; , 0>3 , 0( ; avremo 



C^) 



X cos oc $ = .7?' cos x% + y' cos y'S + 2' cos z'^ 
y cosy Yi=a)' cosa?')] 4-y' cosy'>) + z' cos js'ij 
2 cos 2 f = 0?' cos x'( + y' cos y'i + z' cos z'i 



formolo generali per la trasformazione delle coordinate, quando si conserva l'ori- 
gine : in esse, invoce dei coseni degli angoli, che gli assi fanno con le linee au- 
siliarie 0^ , 0/^ , Oc, si possono mettere ì seni degli angoli che gli stessi assi 
fanno con i piani yOx , zOoo , ìpOj/. 

Se gli assi primitivi sono rettangolari le rette 05 , 0>j , OC coincìderanno con 
gli stessi assi ; allora indicando gli angoli che i nuovi assi fanno con i primitivi 
come nella seguente tabella 





Oac' 


Oy' 


Oz' 


Ox 


«1. 


«« 


«3. 


Oy 


e« 


«« 


«3. 


Oz 


«« 


»« 


«« 
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le forinole ('2) diverranno 

05 = 33' COS0|, +J/'COS0j| +• 2' COSO,, , 

(3) y =x' cos 0,, -h y' cos O^^ + z' cos O32 , 
s = ce' COS 0,3 + y' COS O^s + 2' cos O53 , 

e tra gli angoli ©^^(i ,;= 1,2,3) si avranno le relazioni 

CO8*0|| + cos*0,2 + cos*0|3 = I , 

(4) cos*0,| + cos*0„ + 005*623 = 1 , 
cos^Oji + cos^Oas + cos^Oji = 1 . 

Le formole (3), accompagnate dalle (4), servono adunque per passare da assi 
rettangolari ad assi obliqui. 

Se gli assi nuovi sono anche rettangolari, oltre delle relazioni (4) si avranno 
le altre 

cos 6,1 cos 63, -I- cosGjj COSO32 + COSO23 COSO33 = , 

(5) COS O3, cos 6,4 + COS 632 COS 6,2 + cos 633 cos 6^3 = , 
cos6,| cos 62, + cos 6„ cos 6,2 + cos 6,3 cos 623 = , 

le quali esprimono che cosy'z' = , cos2'ir' = , cosa;'j/' = 0. 

Le formole (3) accompagnate dalle (4) e (S) , servono adunque per passare 
da assi rettangolari ad assi pure rettangolari. 

In questo caso i valori di x\y\ z' si esprimono per mezzo di quelli di x,y,z 
con formole analoghe alle (3). ed avremo 

x' — x cos 6,4 + y cos 6,2 + z cos 6,3 , 

y' =x cos 621 -f y cos 622 + z cos 623 , 

z' = 00 cos 63^ + y cos 632 + z cos O33 , 

cos* 6,, + cos* 62, + cos* 631 = 1 , 

(1) cos* 6,2 + 008*6,2 + cos* 632 = 1 , 

cos* 6,3 + cos* 628 + cos* 6,3 = 1 , 



(6) 
con le relazioni 
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cos 6,2 cos 0,3 + cos 0,2 cos Oj, + cos Ogj cos O35 = , 

cos 6|3 cos 0|| + cos O23 cos 0,1 + cos 633 cos O31 = , 
cos 6| , cos 6^j + cos 0„ cos 0,2 + ^^^ ®3i cos 632 = , 



le quali sono conseguenza delle (4) e (5). 

Risolvendo le equazioni (3) rispetto ad x' , y' , 2', e paragonando i valori che 
si ottengono con le forniole (6) , pure risolvendo le equazioni (6) rispetto ad 
x.y^z, e paragonando i valori clic si ottengono con le Tormole (3), si avranno 
altre nove relazioni tra gli angoli 6^^; indicando con h il determinante 



cos 0„ , cos 0,1 , cos O31 
cos 0„ » <50s 622 > cos O32 
cos 6,8 , cos '23 > cos 633 



cos 64, j cos 6,2 ) cos 0,3 
cos 621 > cos 622 , cos Ojs 
cos 634 , cos 632 , cos 63, 



e con 0^^- il determinante minore di 6 corrispondente alTelemento cos6,-^-, si tro- 
verà 0* = 1, onle = f i, e 0/y = i cos 0,^. Si prenderà il segno + il segno—, 
secondo che i due triedri Oxyz ed Oac'y'z' sono rivolti, pur no, per lo stesso 
verso. 

Supponendo tuttora rettangolari entrambi i sistemi di assi, si potranno espri- 
mere (come si vedrà nell'Appendice) i cosO^y con le seguenti formolo 

cos6n = coswsen*X+cos*X , 005622 = coswsenV f cos^pi , COSO33 = coswsenN-fcos^v , 

COS62S = (1-costo)cos|jicosv4-senwcosX , cosOjj = (l-cosw)cos[Jicosv-sentocosX , 

(9) 
cos63| = (l-cosw)cosvcosX-fscntocospL , cos6,8 = (i-cosw)cosvcosX-sentocosii , 

cos6,2 = (1— costo)cosXcos|x+8entocosv , 005621 = (l-cosw)cosXcosjJL-senwcosv , 

nelle quali (X , [jl , v) sono gli angoli che fa, tanto con gli assi primiiivi , quanto 
con gli assi nuovi . la retta intorno alla quale rotando il primo sistema di assi 
viene poi a coincidere col secondo, ed co 6 Tangolo di questa rotazione. Si ha poi 



(10) 



cos6„ - cos 6., cos 6., — cosO.. cos6„ — cos 6. 



COSÀ 



V82_' 



COSJX 



'IS 



::?i-o 



cosv 



= 2 sento. 



Finalmente si possono esprimere i cosO^y per mezzo di tre angoli ?,^f6, 
che (come si vedrà neirAppendice; bastano per fissare la posizione rispettiva dei 
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sistemi dì assi ; si ha 

cosO,, = seno sen^ cosO + cos? cose}/ , cosOj, = cos? sencj; cosO - sen? cos^^ , 

cosOfs = sencp cos^ cosO — coscp sen^ , cosO^, = <^os? ^os^ cosO + sen^ sen<p , 

(11) COS63, = senisenO , cos 63^ = cos ^ sen , 

cos 0,5 - — sen 9 sen , cos 0„ = — cos 9 sen , 
cos033 = cosO. 

in queste Tormole 9 e ò sono gli angoli che gli assi Occ ed Ox' Tanno con la retta 
comune intersezione dei piani ccOy ed x'Oìj\ e 6 è rinclinazione di questi piani. 
Con i valori (9) (10) di cosO^y, le (3) e (6) daranno i due sistemi di for- 
molo, dovute ad Eulero, per passare da assi rettangolari <id altri assi rettan- 
golari ; nel primo sistema di formolo gli angoli X , pi , v sono legati dalla relazione 
cos*X + cosV -r cos*v = 1 , e si ha poi, per le (10), 

(12) 4 sen*w = (cosOj, -.cos 632)* + (cosO^, — cosO,,)* + (cos 6,, - cosOji)*; 

nel secondo sistema di formolo gli angoli 9,^,0 sono tra loro indipendenti. 

Supponendo le formolo (3) accompagnate solamente dalle (4), se si risolvono 
le equazioni (3) rispetto ad x\y' ^ z' si avranno le formolo per passare dagli assi 
obliqui Ox' , Oy' , Oz' agli assi rettangolari Oac , Oj/ , Oz. Indicando come sopra , 
con il determinante dei coefficienti in (3), e con 0,.y(i,/= 1 . *2 , 3) i suoi de- 
terminanti minori, si avrà 



(13) e* = 



= 1 - cos^j/'z' - cos^js'o?' — cos^xy + 2co82/'j'cos2'a?' cosa?y, 

e 

@x' = aeei, + 2/0^3 + 20|3 , 

(14) 0J/'=x03, + 2/035 + 20,3, 

0Z' = xOg, + 2/033 + £033 . 

Analogamente si può operare sulle formole (G) accompagnate dalle sole relazioni 



1 


, cosa?y , 


cosa?'^' 


cosi/V 


. 1 , 


cosi/'z' 


coszW 


, COS2'2/' , 


1 
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(7) , e si avranno le formole per passare dagli assi obliqui Ox ,0y , Ou agli assi 
rettangolari Occ' , Oy' , Oz'. Indicando tuttora con 9 il determinante dei coefiTicienti 
in (6), e con 0,.y(ì,; = l ,2,3) i suoi determinanti minori, sarà allora 



(15) 



0t = 



COSO??/ , co$a)z 



cosyx 



ì 



cosyz 



(16) 



coszco , cosjsy , 1 
= I - cos^z — C08*2a5 - cos*acy + 2 cosyz coszx cosacy , 

0y=j?'0„ + y'0,, + 2'e3j, 
Qz =x'0,3 + y'e„ + s'e33. 



3.^ Si voglia ora cambiare ad un tempo l'origine e la direzione degli assi, 
passando dagli assi Oo; , Oy , Oz agli assi qp' , O'y* , O'z' ; basterà aggiungere ai 
valori di x,y,z, dati dalle formole (2). (3). (i6). rispettivamente le coordinate 
(^o»!/o»2o) '^^'^^ nuova origine rispetto agli assi primitivi, per avere i richiesti 
valori di x ,y ,z espressi in x\y' , z\ 

Supponiamo finalmente , in secondo luogo , che uno dei sistemi sia di coor- 
dinate cartesiane , e Taltro di coordinate polari. Consideraniio solamente il caso 
pili semplice, si supponga (fìg. 1) che coincida il polo con Torigine delle coor- 
dinate cartesiane, Tasse polare con Tasse delle z , ed il piano fisso col piano xOz] 




(Hg. 1) 
si segnino le coordinate cartesiane e polari di un punto p, e si avrà 

(lì) aj=OUO/icos?=pscnOcos? , y=O//i=O/isen9=p8en0scn9 , s=??])=?cosO , 
forinole per passare (nelle supposizioni fatte) da coordinate CftMcsiìne a coordi- 
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nate polari. Se (a,p,Y) sono gli angoli che il raggio vettore p Hi con gli assi 
Ox yOy .Oz y sarà 

a? = pcosa , 2/ = pcos^ , i = pcos7, 
e quindi, paragonando con (17), si avrà 

(18) cosa = senOcos? , cosp = senO sen? , cosy = cosO. 

Dalle formole (17) si ricava 

(19) p-V^M^yMT? , tan^ro^ V^' ^ 'J' , tan?:.?^, 

z X 

con le quali formole si passa (nelle supposizioni fatte) da coordinate polari a coor- 
dinate cartesiane. 

Le osservazioni fatte in (i , 2) intorno al grado delle formole per la trasfor 
mazione delle coordinate cartesiane , ed alia classificazione dei luoghi geometrici 
nel piano, si applicano anche alle for.mole per la trasformazione delle coordinate 
cartesiane, ed alla classificazione dei luoghi geometrici nello spazio. 



' Relazioni fondamentali tra i punti, le rette ed ì piani nello spazio. 
4. Siano (Og, 8) p,p, ,P2 tre punti in linea retta; se^^nando le loro coordi- 






\^' 



lOi* 



\^l \ lAÌ iti 



r^>^"^v.rr".fè^J'' 



nate avremo 
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(flg. 8) 



PP% "' "a "^ "^^^t " ^ '" *! 



14 



Digitized by 



Google 



poniamo, o sia 

e quindi 
(0 a? = 



)( 106 )( 



Xt-x Vt-y z^-z &, ' 



k^ x, + k^Xt ^ k,y ^ + k^y^ k^z^ + k^z^ 

A-, + /f, ' ^ k, + k^ ' ^ fc, + A-, 



Indichiamo ora con p^2 il punto determinato da (1), e con (acn , t/,, , «u) le 
sue coordinate ; siano p , |),2 . Ps tre punti in linea retta, si avrà come sopra 



A-, 



poniamo, o sia 



P P« * 's *'* ♦''» ^ ^'s fcf + *« 



«5-35 2/3 - y J23 - 2 "^ *7 + A-, ' 



e quindi per le (1), cambiando x,y,z in a?i2 , y» , ;;,s , 
(2) 



^^ fc,a;^-fA'»ig,+fc3a73 Ky^-^k^y^+k^^y^ 

/fi+/c,+*3 ' A|4^A-,+/c, 



s = 



fc|2 1 +1C2SJ+ "325 

/f|+At+fc3 



Eliminando tra le (2) i rapporti &| : k^ : &, si avrà 



(3) 



0/ — a, , X" Xi , x — x^ 

2/ - !/i > 2/ - yi » y - ys 

Z -^ Zf , 2 — Zj , Z ^ Z^ 



x 



y 



1 



*^f » yi 5 ^1 > * 
»^t > y» j ^1 j * 

«8 f ys ' ^8 9 i 



= 0. 



e questa equazione, osservando che, variando ^1:^3:^3, il punto p sì trova 
sempre nel piano p, p^ 7^3 . rappresenterà il piano che passa per questi tre punti 
Pi » Ps 9 Ps - l'equazione (3) può ottenersi anche più semplicemente ponendo 
fts/i, +A, + ^3 , ed eliminando tra questa equazione e le (2) h ,k^,hfjhy 

Adunque un piano è rappresentato da un* equazione di 1® grado tra le coor- 
dinate {x ,y ,z) dì un suo punto qualunque, ossia della forma 

(A) Àa? + Bj/ -h Cz + D = ; 

viceversa ogni equazione di questa forma rappresenterà un piano , ed infatti con- 
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sidcrando i punti p , Pi , Pt i Ps del luogo geometrico rappresentato da questa 
equazione , essa sarà soddisfatta dalle loro coordinate , quindi per la coesistenza 
delle quattro equazioni che esprimono queste condizioni si avrà la (3) , che è 
(supposti fissi i punti P1.P2.P8 e variabile il punto p) V equazione del piano 

Pi P2 Pz- 

Siano a,b,c le parti che il piano (4) taglia sugli assi, a contare dall* ori- 
gine , esse si otterranno ponendo successivamente in (4) y==z=^0 , z=^a) = 0, 
a; = 1/ = ; si avrà cosi 

D . D D 

sicché all'equazione del piano proposto potrà darsi la forma 

Sia C3 la distanza delPoriglne delle coordinate dal piano (5), e siano X,iìl,v 
gli angoli che la retta vs fa con gli assi ; sarà evidentemente 

C3 = a cos X = 6 cos IH = e cos V , 

e quindi Tequazione (S) diverrà 

(6) aJCOsX + ycospi + zcosv - o = ; 

questa si dice Tequazione del piano in forma norniiìle. 

Air equazione (6) del piano .si perviene immediatamente osservando che la 
proiezione sulla retta a della linea spezzata formata con le coordinate (x ,y /z) 
di un punto qualunque del piano è eguale alla distanza cs. 

Supponiamo rettangolari gli assi delle coordinate; allora tra gli angoli X,[jl,v 
si ha la relazione 

(1) cos*X 4- cos*iiL -h cos*v - 1 ; 

in tal caso per ridurre T equazione (i) del piano alla forma normale (6), indi- 
cando con k un moltiplicatori} da determinare, si potrà porre 

fecosX = A , fecos|jL = B , fecosv = C ; -/tc3 = D, ^ 

quindi, per la (1) avremo 

ft« = A* + B* + C« , 
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COSA = — - C08 ;ji = - , cosv - 

VA»+B'+C» Va'+b^+c» Va*+b*i-c* 



cos ;j. = 


Va'+b«+c» 




D 


f^ — ■ 


VA*H-B*+C» 



onde 



(8) 



Sia la distanza del punto {x^ , y, , 2,) dal piano (6) ; conducendo per quel 
punto il piano parallelo al piano proposto, l;i sua equazione sarà evidentemente 

(9) X cosX - y cos ;;. + z cos v — (e -|- 6) = , 

dovendosi prendere 5 col segno -f- o col s^guo -, secondo che il punto (x,.y,,::,) 
e l'origine delle coordinate si trovino in parti opposte, o dalla stessa parte, ri- 
spetto al piano proposto; ora il piano (9) dovcnio passare pel punto (a5|,j/p2.,) 
sì avrà la condizione 

ac, cos X + y, cos [x -i- 2, cos v - (c3 + 5) = , 
sìccliè sarà 

(10) 6 = a?4 cpsX + y, cosjjl -}-2| cosv - c3. 

' Se Tequazione del piano è data nella forma (4) si avrà, per le (8) » 
(H) g^A^, + By^ + Cz, + p 

Ritorniamo alle equazioni (1) ; eliminando tra esse il rapporto &, : k^ si avrà 

(12) .^-x^^y-y^^£^-^ 
a?, -07, y^-y^ z,-z^ 

e queste equazioni, osservando che, al variare di ft, : h^y il punto p sta sempre 
sulla retta p,P2, rappresenteranno la retta che passa per questi due punti. 

La distanza D tra i punti J)^ e Pa ^ diagonale di un parallelepipedo , con i 
lati paralleli agli assi delle coordinate, e di spigoli a^-a;, , j/^-y, , 2,-j2,; quindi 
per una formola trovata precedentemente, sarà 

(13) D* = {x^ - acj)^ •+ (y , - y,)^ + (r., - z^y- -i- 2 (y , - yO {z^ - z^) cos yz 

+ 2 (.^1 - Zj) (05, - Xt) cos 2X + 2 (a?4 - x^) (y, - y,) coixy. 



Digitized by 



Google 



K 109)( 
Se gli assi sono rettangolari sarà semplicemente 

(13)' D* = (re, - x^)^ + (y, ~ y,)» + (z, - z^)^. 

5. La linea retta, potendosi considerare come intersezione di due piani, sarà 
rappresentata generalmente dal sistema di due equazioni della forma 

(1) k^x + B.y + C|7 + D, = , AjO? + B,y + C^z + D^ = 0. 

Se tra queste equazioni si elimina successivamente x , y o ;: si avranno le equa- 
zioni dei piani che, passando per la retta proposta , sono paralleli rispettivamente 
agli assi delle coordinate : questi piani segnano nei piani delle coordinate lo prò 
ieztoni della retta ; le proiezioni sui piani delle {x y z) o delle (y , z) sono della 
forma 

(2) 07 = 1*2 + 5 , y = t?5-fyi, 

e con queste due equazioni si può rappresentare nel modo più semplice la retta 
nello spazio ; in esse i ei y] sono le parti che le proiezioni della retta sui piani 
delle {x,z) o delle (y , 2) tagliano sugli assi 0a7,0y, e (se yli assi sono ortogo- 
nali) u e V dinotano le tangenti degli angoli che queste proiezioni fanno con 
Tasse delle z. 

Siano Pi e p^ due punti della retta (2) ; si avranno le condizioni 

0?, :^ wz, + 5 , yi = vz^ + 7i, 

a?2 = UZ2 + 5 , Vi^vz^-^Ti, 

sicché eliminando, per mezzo di esse da (5) le u , t; , 5 » >3 si avrà 

(3) ^1-^ =: y ' y* = ^~^i ^ 

che. come si è veduto, sono appunto le equazioni della retta che passa per i punti 
Pi e Pj. 

Supposti gli assi rettangi lari , siano a , ? , y 8^* angoli die la retta p, ]\ fa 
con gli assi, e sia D la distanza p« p2 ; sarà 

(4) a^.-^« ^ !/2-!/i ^ ^2-^, ^p 

cosa cosf cosY 

onde, per la relazione tra a , ^ , 7 , come sopra 

(5) D* = (X, - a,)* + (3/1 - VtY + (^1 - HY' 
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Se p, cade neirorigine, e p, in p , sarà 

(5)' D* = x* + y« + 2«. 

Sia p un punto qualunque della retta, che passan>lo pel punto- (X| ,i/, ,z^) 

fa gli angoli (a , ^ , 7) con gli assi ; per le (4) sarà 

(6) ^-o^x ^ y-yj ^ z-z, 

cosa cos^ COS7 * 

e queste saranno le equazioni della retta proposta. 
Essendo 

u V w ' 

le equazioni di una retta, sarà per le (6) 

- cosa cosg _ cos7 _ 1 

Se le equazioni della retta sono date nella forma (2) , sia 



(7)' 


u - V -r 


sarà invece 






cosa cos? cosif i 




" » * Vu* + «* + 1 



Finalmente se la retta è rappresentata dalle equazioni (1), posto 

BiC, - C,Bj = (BC) , C, A, - A,Cj = (CA) , A,B, - B, Aj = (AB) 

sarà 

cosa _ cosg_ cosY _ * 

^^ (BC) - (CA) - (A B) - ^(BC)t + (CA)»T^ " 

Siano 

^-a^t , l/--yi __^-^i . x-'Xi_y-yt_ z-'Zt 
11, t?4 w, ' «t Vt Wt ' 

le equazioni di due linee rette, per le quali le parallele condotte per T origine 
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fanno con gli ^ssi gli angoli (otf , ^, , y,) , (atJ^t « tO » chiamando 9 T angolo da 
esse compreso, sarà 

co8 6=. cosa, cosa, + cospicosp^ + cos^i cos^i , 

onde (per le (1) ) , 

(8) cosO- — -- — --—^ ^ — - - 



e quindi 
(9) sen» - (^iW, - w.v.Y + (w,?/, - i/,w,ì^ + (K ,r, ^tvMl 

Se le rette sono tra loro perpendicolari sarà 

M, t«2 + v, r, + w« Wj = , 
e se sono parallele sarà 

t'i ^t w, ■ 

Analoghe formole si otterranno quando le due linee rette sono rappresentato da 
equazioni della forma (2) o (1). 
Siano 

A,a? + B^y + C^z + D, = , Aj.ac + B,i/ + C,z + D, = , 

le equazioni di due piani, por i quali le perpendicolari su di essi dall' origine 
fanno con gli assi gli angoli {\ , pi, , v,) , (^t , m , v,) ; chiamando x Y angolo da 
esse compreso, che è eguale a quello dei due piani, sarà 



onde 

(IO) COST = 

quindi 



COSI = COS>| COSXj 4- COS|iL, COSjXj + COSV, COSV| , 

A, Aj -I- B, Bj + C| C, 



Va,* + B,« + C,* Va,« + B,* + C,« 



. ^ (B, C, - C, B,y ^ (C, A, - A, C,)« + ( A. B, - B, A,) > 
^"^ ^^" ' ■ (A,» + B,* + C,«) (A,* + B,« + C,«) 

Se i piani sono tra loro perpendicolari sarà 

A, A, + B,B^ + C|C,trO, 
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Siano finalmente 



Cd 
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Aj Bj Cj 

•: V VP ' 

Aa? + By + Cz -f- D = , 



le equazioni di una retta, che fa gli angoli a , ^ , y ^^^ ?)' ^^^U e l'equazione di 
un piano, pel quale la perpendicolare su di esso dalT origine fa con gli assi gli 
angoli >• , pi , V ; cUiauiando l Tangolo clic la retta fa col piano, esso è il comple- 
mento dell'angolo che la retta fa con la perpendicolare ai piano, si avrà perciò 



onde 
(11) seni = 



scn ( = cosa cos x 4- cos g cos ^ + cos y cos v , 
Ali + Bv + Cw 



quindi 
(12) cos*i 



(Bw - CvY + (Ca - Aw)« + (Al? - Bu;* 



(A« -f B* + C*) (u« + t?» + W*) 

Se la retta è parallela al piano sarà 

Au + Bv f Cw = , 

se poi è perpendicolare al piano sarà 

u r _ w 

A ^ B " C • 

Siano (a' , y , f ) , (a" . g" , 7'') , (a , p , y) gli angoli che fanno con gli assi 
rispettivamente due rette condotte per l'origine, e la bisettrice (interna) deir an- 
golo da esse compreso ; siano p' , p" due punti presi arbitrariamente sulle due 
rette proposte, ad eguali distanze p dairoriginc, e sia p il punto d'incontro delia 
bisettrice con la congiungcnte p' , p'' ; se le coordinate di p' , p' sonx) 



quelle di p saranno 



{x\y',z'),{x'',y'\z'^), 
/x'j-x" y' + y" z' + z'\ 
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adunque le equazioni delle rette Op' , Op , Op" saranno rispettivamente 



x__y z ^ X _ y _ z ^ :^ _ y. -, £. 
X' " y' " z' ' x'-\-x" " y'-^y" " zN z" ' x" ' y' " z" 



segue da ciò 



cosa CCS? cosY 



cosa' t cosa" cosB' + cosè" cosy' + cosy" _ 1, 
^ V cos -, 

Per la bisettrice (esterna) deirangolo delle due rette si avrà invece 

" cosa _ cosp cosY __ \ 

^ ^ cosa' — cosa" ' cosS — cosà'' ' cosv' — cos 7'' " ^ \ .' 

Ci 

Siano 

iccosa'-f-y cos^'+z cosy'-c3'=0 , a5cosa''4-j/ cosf^fz cosif"~c3"=0 , 

le equazioni di due piani in forrna normale ; osservando che per ogni punto del 
piano b. settore (interno esterno) delTàngolo dei due piani le distanze da questi 
piani sono tra loro eguali (dello stesso segno di segni contrari) , le equazioni 
dei piani bisettori saranno 

(14) (xcosa'+ycosji'+z cosy'-o') - ± (ac cosa" + /y cos ^"4-2 cosf-c:'). 

Se le equazioni dei due piani non sono in forma normale, F equazione (14) si 
Gambiera in 

k^jV^'y -V C'z ^D^ _ A'aj + B"y + C"z + D^' 

VA'» + B'* -r C* " ~ VA"^'+'tr + C^» • ' 

6. Siano 

ed 

Aa? 4- B?/ + Cz -f D = . 

le equazioni di una retta, e Tequazione di un plano ; le coordinnte del loro punto 
d'incontro saranno i valori di {x^y.z) che \erificano le suddette tic equazioni; 
si avrà 



A5 + B)] + D 

(1) 



^"' AK4-Bi^f C ~^«' 



YOL. XXJX 15 
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Se An+Br + C = 0, questi valori diventano infiniti, e quindi la retta è pa- 
rallela al piano ; se inoltre si ha A^ + Bt) + U = 0, quei valori sono indeterminati, 
sia la retta giace nel piano. 

Le coordinate (x ,y ,z) del punto dlncontro p del piano 

Aaj + By + Oz + D = , 

con la retta die congiunge i due punti p,(^, , j/, , 7|) e Ptix^ . y^ , z^) si possono 
ottenere nel seguente modo. Le coordinate del punto p saranno della forma 

K-^k^ ' -^ " A, + /t, ' A, + k^ ' 

indicando con k^ : /;, il rapporto di segmenti P|p : pjì^ : queste coorilinatc dovendo 
verificare Tequazionc del piano pro|)OSto si avrà la condizione 

kt (kx-^ +...) + 'it (Aa?i 4- . . .) = , 

onde 

^ ^ „ Ao?, + By, 4 Cz, + l) 
^^ k^ AoTj + By, + Cjz,+ D' 

e per conseguenza 

_ (Ag?t+ > . ».)ag| - {^ x^'\^ . > . ) a?, _ (Ay, + . . ■)!/,- (Aa?t f- . ..)?/* 

(Axj +...)- (A^i + . . .) (Aac, f . . .) - (Ax, + . . .) 

^ _ (AoCj + . . .) jz, - (AX| + . . .) Zg 
"" (ÀaJt-f • . .) - (Aa?, + . . .) 

k 
Il rapporto — ~ è eguale a quello delle perpendicolari abbassate da p, e p, 

sul piano proposto. 
Essendo 

cO'X^^y-y^^Z'Z^ ed ^"^q ^V-Vo ^ ^"^o 
cosa' cosf' COS7' ' cosa" cosgi" cosy"' 

le equazioni di due rette ciie s' incontrano , V equazione del piano che passa per 
esse sarà 

(3) (aj-a?o)(cosg' cos^'-cosy cosf") + (j/-i/o)(cos y' cosà"- cosa' cos 7") + 

(z - Zq) (cos a' cos p" - eoa f ' cos a") = 0. 



Essendo 



^J^d - L'Ji: =: I-li (.(I ^^ = yzìb = fri» 

cosa ' cu8^ C0.S7 * cosa cosjì cos 7 
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le equazioni di due rette parallele, Tequazione del piano che passa per esse sarà 

^ Ky -y2)cosif-(jz,-Zj)cosg] ♦-2/l(-''f-5:i)cosa-(a;|-a?2)cosYl f 2[(ac,-aCj.)cos?-(i/,-2/,)cosaJ 

(i) 

+ (j/i^t-^i2/»)cosa I (2r,Xs-J5|2i)cos? + (^i/yi-j/iajj)cosY =0. 

Essendo 

cosa, cos^i cosYi ' cosaj cos?^ cosy* 

le equazioni di due rette, l'equazione del piano clic passa per la prima retta ed 
è parallelo alla seconda , o pure del piano che passa per la seconda retta ed è 
parallelo alla prima, sarà 

(a?- X|)(cos9, cos y.,-cos Yi cos gj) + (y-yiKcos Yi cos a^— oos a, cos y») + 

{z - 2|) (cos a, cos Pj - cos p, cos «j) = 
pure 

(5) (aJ-oCjKcosPjCOSYi-cosYiCOs^j) + (j/-yj)(cosY|COsaj-cosa, cosYi) + 
(z - 22) (cos «4 cosfj - cos Pi cosaj) = 0. 

Sia rintervallo fra questi due piani paralleli, e 6 l'angolo delle due rette: si 
avrà 

(6) SsenO = (a?,-ir,)(cosPjCOSYi-cosYiCOspj) + (i/|-j/,)(cosYiCOsa4 cosa,cosYt) + 
(z, — J3,) (cos a, cos Pj - cos P| cos a,). 

La minima distanza fra le due rette proposte è la comune intersezione dei 
due piani che , passando rispettivamente per la prima , per la seconda , delle 
rette date sono prrpemiicolari alTuno, e quindi alTaltro, dei due piani paralleli (5) ; 
la grandezza di questa minima distanza è 6 , e la sua posizione è determinata 
dalle due equazioni 

{X aj|)(cosaj-cosa|COsO)-i-(2/-j/,)(cosP2-cosP|COsO)+-(j2-2,)(cosY2-cosYiCOs6)=0, 

(aj-aj2Hcosa|-cosa2COs8)f(i/ i/j)(cosp,-cosp2COsO)-|-(2~Z2)(cosYi— cosyjCos6)=0. 
Siano 

07 = «4 2 + 5, , y = t?4 2 + lf], , 



Digitized by 



Google 



)( 116 )( 



le equazioni di due lince rette; queste in generale non hanno alcun punto comune ; 
perchè ciò accada bisogna che le suddette equazioni coesistano, sicché eliminando 
tra esse x ,y ^ z si avrà la condizione 



(8) 



(?i - $2^ (Vi - t?j) - (>3, - /li) (lA, - u^) = 0. 



Essendo (x^ , y, , 5 ) , (as, . iy, . z^) , (x^ , 1/3 , z^) le coorJi n:\to di tre punti qua- 
lunque ]ì^ , yij , ;)3 , le Jircc T^ , T^ , T, delle proiezioni sui piani delle (y.z) . (z,x), 
(a?,j/) del triangolo p^ p, p^ saranno 



1,1,1 



Tx = .7 I 2/1 . 2/2 . J/s 



i JZ 



I » '^2 ? •*•« 



♦ '^y "^2 



1,1,1 

*•! « ^2 » ^3 



T = - 



I 



1,1,1 
1/1 » 1/2 . Va 



e quindi Tarea T del triangolo p, p^ P3 , osservando che si ha 



T, = TcosX . Ty = TcosiJL 

COS* X + COS* IJL + COS* V - 1 , 



T^ = Tcosv 



dove X , [X , V sono gii angoli che la direzione perpen licolaro al piano P dei tre 
punti Pi , P2 , Ps fa con gli assi, sarà data dalla forinola 



(9) 



T = VV+VH-V. 



Si ponga 



Vo- 



!/i ' 2/2 . Vs 

^1 i ^i * 2j 



Tequazione del piano P che passa per p^^Pt^ p^ essendo 

X , 2/ , 2 , 1 

Xj» ì Vi * z^ f \ 



X. 



2/s , z^ 



1 



= 0. 
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2(xT^ + yTj^ + 2T,) - 6 V^ -= . 



ce cosX 4- 1/ cos |x 4- 2 cosv -3^ = 0, 

quindi per reqiiaziono di P n»illa forma normale, cioè 

accosX + y cospi + z cosv - n = , 

verrà V„ = -r- ; segue da ciò che V^ dinota il volume della piramide che ha per 



vertice rori<>ine delle coordinate e per bn&e il triangolo p, p^ ;>,. 

Sia. ora V il volume della pirainiile che iia per vertici i quattro punti qua- 
lunque (Pi I Pt .Ps, Pi) ; indicando con ò la distanza di p^ dal piano PxV»Vì> ^'^^^ 






1 ,1 ,1 , i 

Vt . y» , ys . y* 



e quindi 



(H) 



3 6 



1 » •"'1 « 



1 



<»» 



, 1 



y. . y» . y» . y* 



L'espressione di V si può dedurre da quella di V^ , cambiando x^, 2/^,2,-, 
per 1=^1. 2, 3, in ^i — ^4 » y, - 2/4 , 2» - Z4 , e poi trasformando il determi- 
nante di 3"* ordine, che cosi si ottiene, in uno di 4" ordine. 

7. Essendo 

AiO? + B|t/ 4- C,z + D = , \^x + B,j/ + C,z + Dj = , 
le equazioni di due piani P, e P, , l'equazione 

(1) A, (A.x + B,y + C|2 + D,) + ft, (A,aj 4- B^y + CjZ + D,) = , 

dinoterà, riaianendo indeterminato il rapporto k^ : k^, un piano qualunque P che 
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passa per la retta B comune ai due piarti P, , 1\ ; ed infatti le coordinate di un punto 

qualunque p di R vcrincanilo le due equazioni date, veriflcheranno anche la (i) 

k 
In questa equazione il rapporto -~ sarà eguale, o proporzionale, al rapporto 

delle i)crpendicolari abbassate da un punto'^qualunque p di P sopra P, e Pj , vale 

sen PP 
a dire eguale, o proporzionale, al rapporto — ^~ , secondo che le equazioni di 

sen * * 2 

P, e Pj sono , pur no , nelhv rormi normale ; esso resterà detcrminato assog 
gettando il piano P ad una condizione, p. e. di essere parallelo ad uno degli assi 
Ox , Oy , Oz , pure di passare per Torigine^^O , cgungliamlo a zero in (I) il coef- 
ficiente di x,y ,z, pure il termine indipen lente dalle coordinate; in generale 
se il piano P deve passare per un punto (Xq , y^ , ::o) , esprimendo questa condi- 
zione, e per mezzo di essa eliminando poi da (1) il rapporto k^ : k^ verrà per equa- 
zione del piano cercato 

(A^a7tB,2/4-..O(A2a3,+BJyo+.•0-(M+Bt2/■^• . )(Mo+B,2/o+..0 = 0. 

Come altro esempio, supponiamo che il piano (I) debba essere perpendicolare 
al piano Aaj + By f C:z + D = ; si avrà la condizione 

A(&,Aj + /»2Ai) + B(/f.B, + k,Bj' + C(/(,C, + fcoC,) ^ , 

ed eliminando tra questa equazione e la (I) il rapporto A*| : frj , verrà per equa 
zione del piano richiesto 

(AA, + BBj + CCjXAiO; + ...) - (AA, + BB, + CC.) (A^ac + ...) = 0. 

IndicaYìdo con P, il piano rappresentato dairequazione (1) o 
AjX + Bgy + C32 + D, = , 
si potrà porre identicamente 

ft,A,+Mi-^M« = , ft,B,4AA+A3B3 = , ft|C,+ftjC,fft,C5 = 
onde 



(2) 



A| , Bf , C| , D, 
A2 , Bj , C| , Dj 
A3 , B, , Cj , Dj 



= 0, 
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adunque se i tre piani P| , Pt « P3 passano per una stessa retta R saranno nuli} 
tutiM determinanti di 3** ordine che si trag<)ono dalia matrice (2); ciò importa 
due sole condizioni indipendenti. 
Siano ora 

A»aj + B,y+...=0 , A,a; -h Bji/ + ... = , A,» + Bjy f . . = . 

le equazioni di tre piani P^P^ P3. che non passano per la stessa retta; Tequazione 

(3) /i| (A^o? f . ) + k^if^t^ + ...) + tsCAs^c +...) = , 

rappresenterà, rimanendo indetcrminati i rapporti /», : A*, : k^ . un piano qualunque 

P che passa pel punto /) comune ai tre piani P| » P» , P3 ; ed inflitti le coordinate 

di p verifìcando le tre equazioni date, veriOciieranno anche T equazione (3). In 

k k fi 

questa equazione i rapporti -~, ""b^» "b^' ^^"^ eguali, proporzionali, ai 

«1 «8 «« 

rapporti delle perpendicolari abbassate da un punto qualunque p delle rette d'in- 
tersezione di P rispettivamente con P, , P, , P, , sulle coppie di piani (Pj , P3) , 
(PijPi) ? (Pi ^^2) » ^'"^^ «^ ^^^^ eguali, proporzionali, ai rapporti 

senP,3 Pt senPji P, sen P,^ \\ 
sen P„ P3 ' senPa/P/ sen P.^T, ' 

indicanilo con P33 . P31 , P,, i piani che passano rispettivamente per le rette d*in- 
tersezione delle coppie di piani (P, , P^) , (P, , P,) , (i\ , P») , e per le rette d' in- 
tersezione delle coppie di piani (P , P,) , (P , P^) • (P , \\) , secondo che le equa- 
zioni di P^,P, jPj sono pur no, 0, nella forma normale; essi resteranno deter- 
minati assoggettando il piano P a due condizioni, p. e. ad essere parallelo ad uno 
dei piani delle coordinate, a passare per uno degli assi, etc. 
Indicando con P^ il piano rappresentato dairequaziono (3) , 

Ai^c t Bi2/ + C^;^ + D4 = , 
si potrà porre identicamente 

onde la condizione 



(4) 



A, . Aj , A, , A4 

B, , B, , B, , B, 
Cj , Cj , C, , C^ 

D, . P, , n, , p^ 



A, , B, . e, . P, 

A, , B, , C, , P, 

A, , B, , C, , P, 

A* , B, . C^ , P4 



= (ABCP) = , 
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adunque se i quattro piani P, , Pg , P^ , P4 passano per uno stesso punto si annui 
lerà il (Jetonninante (4) 'lei cociricienti delle loro equazioni ; ciò poteva dedurli 
iramediitamente, osservando che se i quattro piani pr.ssano per uno stesso punto» 
le loro equazioni debbono essere soddisfatte da uno stesso sistema di valori di 
a5,3/,z, sia. debbano coesistere, ondo la condizione (4). 

Quan4o le equazioni di quattro piani P, , Pj , P, , P^ sono tali che, per con- 
venienti valori di /e, , A'^ , ^3 , k^ , si abbia Tidentità 

(5) k^{A^x f ...) f ftjjCAjX f ...) f-^3(A8a?-|-...)-hft4(A4a?-l-...) = 0, 

\ quattro piani passeranno per uno steìjso punto; ed infatti prendendo per (a?,y 2) 
i valori delle coordiurite del punto comune a tre dei piani dati, p. e. a P^P^Pj, 
questi valori aniuillcranno nelTidentità (5) separatamente le parti moltij)licate per 
'^\^^^1^z^ si annullerà quindi anche quella moltiplicata per ft^, vale a dire il 
piano P4 passerà pel punto comune agli altri tre piani. altrimenti, per Tiden- 
tità (5) dovrà essere, come sopra 

ft,Ai+... +714^4=0 , /i,B|f...+A4B4^0 , ;j,C|f ..+/t4C4^0 , /i^D,f...fft4rV=0, 

onde la condizione (4) , che è appunto la con«lizione affinchè i quattro piani pro- 
posti passino per uno stesso punto. 

Le coordinate del punto /> comune ai tre piani P| , Pj , P3 sono i valori di 
(x , 2/ 1 2) che veriftcano le loro equazioni; si avrà quindi 

,g. . ^ « C^CD ) ^ _ (CAD) ^ _ (ABD) 

^ ^ ^"" (ABC) ' '^"^ (ABC; ' ^~ (ABC)* 

Se si annulla il determinante (ABC; il punto p cade all'infinito, sia i tre 
piani P| , Pj , P3 sono paralleli ad una stessa direzione ; se inoltre si annullano i 
determinanti (BCD) , (CAD) , (ABD), sia se si annullano i determinanti di 3** or- 
dine tratti dalla matrice (2), (il che importa due sole condizioni in lipendenti) una 
qualunque delle equazioni proposte sarà conseguenza delle altre due, e quindi i 
tre piani P| , Pj , P3 passeranno per una stessa retta; Qualmente se si annullano 
i determinanti minori di -2® ordine tratti dalla stessa matrice, (il che importa sci 
sole condizioni in lijìcndenti) due qualunque delle equazioni proposte saranno con- 
seguenza della terza, e quindi i tre piani P» , Pi , P, saranno tra loro coincidenti. 

Da ultimo accenneremo ad alcune poche formolo in coordinate polari. Sia D 
la distanza tra i punti /), , p, , determinati per mezzo delle coordinate polari 
(Pi » **i ' 9i) . (p2 » Oj , ?j) ; si troverà facilmente, nel triangolo Op| p, , 

' (7) D' = pi* + Pi* — 2f,pj[senO, senO^cosC?, -9,) + cosO| cosO^]. 

Per ottenere Tequazione di un piano P in coordinato polari, si osserverà che 
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la proiezione del raggio vettore o di un suo punto qualunque p sulla perpendi. 
colare condotta dal polo sul piano P è eguale alla lunghezza vs di questa per- 
pendicolare ; adunque essendo (p , , 9) le coordinate pohi^ri di p , e (a , 0^ ,• o^) 
quelle del piede di cs , si avrà 

(8) p [ sen 6 gen 6^ cos {9 - 9o) + cos cos 6^ ] = o. 

A questa equazione si perviene ancora partendo dairequazione di P in coor- 
dinate cartesiane ed in forma normale 

ac cos X + 1/ cos |i + s cos V - c3 = , 

e trasformandola in coordinate polari, per mezzo delle formole xs^p senOcos^ , 
i/ = p senO sencp, z = pcosO, ed osservando che si hanno le relazioni 

COSÀ = sen Oo cos 9o » co8[jl = senO,, sen^o , cosv^oosO^^, 

Se Tequazione di P è Aaj 4- Bj/ -i C2 + D = , si porrà prima in forma nor- 
male, e poi si trasformerà in c^onlinatc polari. 

4. 

Questioni diverse sui punti, sulle rette, e sui piani nello spazio. 

8. Siano nello spazio più punti Pf ? Pi 1 .* Pi • . p« ed un piano P; rispetto a 
tre assi qualunque siano (x^ , j/^ , 2^) le coordinate di p^ , e sia 

ai cos X + y cos jJL + z cos V - H = , 

Tequazione di P nella forma normale ; indicando con S^ la distanza di p^ da P, e 
con ki un coelTIciente dato arbitrariamente (positivo negativo) , formiamo la 
somma 

S hi S^-lki (^i ^^^^ + Vi ^^^V- + ^t cosv - a) = 

(•) 

£= cosX S A'^ Xi + cos jJL S ki y,- + cos v S k^ z, - C3 S fc^ = /cS , 

avendo posto 

2 ft,. = ft , k(c = l hi Xf , ky = lhfyi , ^2 = 2 ft^ 2^ , 
ed 

03 cos X + 2/ cos ;ji + ;? cos V - » = S. 

Chiamiamo k il coefTIcionte ri$iillanle dei coolUcienti componcnU k^ annessi ai 
VCL. xxii. 16 
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punti Pi , h\ Sj il momento di ki rispetto al piano P, ed il punto p di coordinate 

m x-'^-^' y^lhVi .-?Mi 

il centro dette medie distanze del sistema dei punti p, con i coefflcienti k^ ; la 
forinola (I) esprimerà la proprietà che a la somma dei momenti di un sistema 
qualunque di coelTicienti k^ annessi ai punti p, nello spazio, rispetto ad un piano 
qualunque P, è eguale al momento del coefricicnte risultante fc, annesso al centro 
p delle nieiiic riistanze del sistema, rispetto allo stesso piano P ». 

Se il piano P passa per il punto p, sarà I/i,. ©, = 0, e viceversa, supposto k 
diverso da Rero. Se k = 0, senza che siano nello stesso tempo Ift^a^^^O , Ift^y.—O, 
lhiZi-0, il punto p cadrà airinflnito ; finalmente se sono verlGcate tutte e quattro 
le suddette condizioni, il punto p sarà indeterminato, e rispetto ad un piano qua- 
lunque P la somma dei momenti del sistema sarà nulla. 

Considerando i punti del sistema in un ordine qualunque (ciascuno col pro- 
prio cocfllciente) per trovare il centro delle medie distanze si dividerà il segmento 
Vi Vi il) 7^2 nei rapporto inverso di hi : h^; indi si dividerà il segmento p^^ p, 
in Pf23 ^^^ rapporto inverso di /^^ : fti +At , ... e cosi di seguito sino a che tutti 
i punti del sistema siano stati adoperati; T ultimo punto al quale in tal modo si 
perviene sarà il centro delle medie distanze del sistema. Questa costruzione è in- 
dipendente dagli assi delle coordinate. 

Essendo 0/< , 0/n, , O/i, le coordinate di p, , 01 , 0/?i , On quelle di p , i punti 
nei piani delle (y , z) ,{z ,x) ,{x , y) di coordinate (0/n , On) , (Oa , 01) , (0/ , Om), 
saranno rispettivamente i centri delle medie distanze dei coedìcìcnti k^ annessi ri- 
spettivamente ai punti, nei medesimi piani, di coordinate (0/n| , On,) « (Oa,- , 0/^) , 
(0/, , Om^) ; il primo, il secondo o il terzo di questi punti rimane inalterato co- 
munque si mutino le terze coordinate 0/, , O/n,- , 0/), dei punti p,. Inoltre i punti 
sugli assi delle x ,y ^ z di coordinate 0^ , O.u , O/i saranno rispettivamente i centri 
delle medie distanze dei coefficienti k^ annessi rispettivamente ai punti , sui me- 
desimi assi, di coordinato OI, , Om^ , O/i,- ; il primo, il secondo o il terzo di questi 
punti rimane inalterato comunque si mutino le altre due coordinate dei punti p,. 

Dalle formolo (2) si deduce 

(3) I ft^(a?- cc^) = I fti-t^l = , I kt(y - j/,) = I hrmmi = , 

Ìhi(z-Zi):=^lki,nni^O. 

Siano ora nello spazio più piani Pi , P2 » ••• Po ••• P« ed un punto p; rispetto 
a tre assi ortogonali Oo? , Oy , 0^ sia 

oc cosX^ + 1/ cosj;, + z cosv^ - a^. = , 
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Tequazionc di P^ , nella forma normale, e siano (Xiy,2) le coordinate di p; in- 
dicando con Sj la distanza di p da Pj , e con k^ un coefTicicnte dato arbitraria- 
mente (positivo negativo) , formiamo la somma 

i ki 5^ = S ki(x cosX^ + y cospi; + z cos v^ — »,) - 

(4) - col kicoslii- y I, hi cos^i -\- z 1 kiCOS^i - 2/tiC:, = ftò, 
avendo posto 

fccosX = 1 kfiosli , /ccos[jL =z l fc^cos;jL,. , /fcosv = £ fc^cosv,- , A'C3 = 2 k^rsi , 

a?cosX + y cos;j. + ;2C0Sv - o = 6. 
Essendo in generale 

COS*X^ + C0S*|JL,- + cos^v^ = I , 
COS P, ?j = COSX^ COS Ij + COS [X; COSjJLy + COS V^ COS Vj , 

sarà 

(5) fc» = 2 fc^» + 2 2 fe.. fc,. COS P^P,.. 

Chiamiamo h il coefficiente risiiUante dei coelScienti componenU k^ annessi 
ai piani P^ , e riguardiamo k annesso al piano P che ha per equazione 

ajcosX + 2/cos[ii + jjcosv - n = , 

e che diremo il piano delle medie ditilanze del sistema dei piani P^ con i coef- 
ficienti ki'y detto kiOi il monienlo ùi ki rispetto al polo p, la formola (4) espri- 
merà la proprietà che a la somma dei momenti di un sistema qualunque di coef- 
ficienti ki , annessi ai piani P,- nello spazio , rispetto ad un punto qualunque p , 
è eguale al momento del coefficiente risultante k, annesso al piano P delle medie 
distanze del sistema, rispetto allo stesso punto p ». 

Se il punto p cade nel piano P sarà 2 ^^8^ = 0, e viceversa, supposto k di- 
verso da zero ; se, supposto £ ki q^- diverso da zero, si ha 

£/iiCOsX^ = , £/tiCOS[jLi = , SftfCOsVj. -0, 

onde anche /t = 0, il piano P cadrà all'infinito, e la somma S/s^S^ sarà costante 
per qualunque punto p dello spazio ; se poi si ha inoltre l ki tSi = 0, il piano P 
sarà indetcrminato , e rispetto ad un punto qualunque p la somma dei momenti 
del sistema sarà nulla- 

Considerando i piani del sistema in un ordine qualunque (ciascuno col pro- 
prio coefficiente) per trovare il piano delle medie distanze , indicando con r^ la 
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porpendicolapo abbassata dal punto p sul piano P,- , si portino sulle rette fj.r, 
(a partire dal loro punto coinune p) se«[mouti eguali ai cocrOcienti ft, , ftj , e co- 
struito su di essi il parallelogrammo si conduca da p la diagonale r„, e per la 
retta R,^ , comune ai piani P, , P^ , il piano P^^ perpendicolare ad r,j (il che è 
possibile, essendo ortogonali le direzioni di ?•,♦ ed R,j) ; il piano P,j sarà il pian > 
delle me iie distanze di (P, , \\) con i coefficienti /ù, , h^), e la lunghezza dì quella 
diagonale r,, dinoterà il coerfìciente risultante ^^2 ^i (^'i * M l i*>di ^i portino sulle 
rette 7,5 , r, (a partire dal loro punto comune p) segmenti eguali ai coefflcicnti 
^u » '^s » e costruito su di essi il parallelogrammo, si conduca da p la diagonale 
r,2{, e per la retta R|„ , comune ai piani P,^ e P, il piano P,,, perpendicolare 
^d r,23 ; questo piano P,23 sarà il piano delle medie distanze di (P, , P, , P3) con 
coeffic enti ih^^h^.k^) e la lunghezza di quella diagonale r,jj dinoterà il coeT- 
ficiente risultante A',2s di (/e, . k^ , k^) ; e cosi di se«>uito sino a che tutt* i piani del 
sihtema siano stati considerati; l'ultimo piano al quale in tal modo si perviene 
sarà il piano delle medie distanze dd sistema, e la diagonale deirultìmo paralle- 
lograrouìo alla quale si perviene ne dinoterà il coefficiente risultante. Questa co- 
struzione è indipendente dagli assi delle coordinate. 

Siano (a,. , 6^ , c^) ed (a , 6 , e) le parti (0/< , 0/?i, , O/i^) ed {01 , Oin , Oh) che 
i piani Vi ed il piano P tagliano sugli assi delle coordinate ; sarà 

fl<C0S^^ = 6rfC0SpL^ = C, COSV^ = C3^ , a COSA = 6c08|JL = CCOSV = C3 , 

_^hi a-i cos \ h^^^i ^i ^^s l^« _ ^ ^' ^i ^^^ ^« 

"" 2 ;t, cos >>i ' ^2 hi cos [li ' I^cosv,- 

onde 
l kiiOi - a) cos\ - 1 k l'Ili cos)^ = 0,2 ft,(fc< - 6) cosjjl, = 2 ki-mm, cosjjl,- = 0, 
2 ki{Ci - e) cosv^ = 2 ki-nrii cosv^ = 0. 

In paìticolare si supponga fei= —, e sia s il numero dei piani P^; si avrà allora 

JL-Vi i.-yi I-Vi 

a^^Oi ' b'^^ bi ' e "■ ^ Cf ' 

16) 

ya,-a y Ili ybi-b_ymmi_ VCi-c_ynn,^ 



Gì ^ Oli ' ' ^ bi ^ Orrìi ' ^ c^ -^ On< 



I punti I , m , n , determinati da (6) si dicono ce?i(ri delle medie armoniche 
dei sistemi di punti l^ ,??)/,?!,• , sulle rette 0x,0y,0z, rispetto air origine 0; 
adunque essendo dati più piani, P|,Pi , ... P» , ... P, nello spazio, il luogo dei centr- 
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delle medie armoniche, rispetto ad un'origine 0^ nei sistemi dei punti dlncontro 
(lei piani P^ con le diverse trasversali condotte per 0, è un piano P , che dicesi 
il piano delle medie armoniche del sistema dei piani Pj rispetto al punto 0. I 
piani Vi si possono supporre distribuiti in gruppi, ciascuno costituito da piani coin- 
cidenti, più generalmente si può supporre ciascun piano P^ alTetto da un coer 
n&iento Sj , supponendo poi s - 1 9,-. 

I centri di molle armoniche si cambiano in centri di medie distanze, se Tori* 
gine Cd le airinflnito. In generale la composizione dei coefflcienti annessi a piani 
si cambia in composizione di coefflcienti annessi a punti, quando quei piani si snp- 
poiigono paralleli, e su ciascuno di essi si fissa un punto con Tannesso coefficiente. 

L'equazione del piano delle medie armoniche è 



0) 






supponiamo che tuttM piani P^ concorrano in uno stesso punto Po « ^ su ciascuno 
di essi P^ fissiamo una retta R^ (congiungente di due punti p/,p/')> si avranno 
le condizioni 

«< Òi Ci 

Oj Df Cf Qf bi C( 

dalle quali, ponendo 

x/-cct" = li , t//-y," = M, , z/-V' = Ni, 

si ricava 

i Ff+Wfy.-M .-gp _l_^ Gt +LiZ„-ìitX„ \ ^ H.fM.gp-Lfy , 

■«; ~ Fia;.+G,y,+H;a„ ' 6,. F,<c,+6iy,+H,«. ' e, F,x,+G,yo+Hi«o^ 

onde l'equazione (1) diverrà 

^ FjWo + Giyo + H*^. 

, r y a(N, v,-Mfgo) + i/(l.<g o -W< a ;,) + .t(MiXo-L.i/ ,) _ 1 ^ . 
^l^ F,a!, + G,y, + H.-;s, J 
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cosa"" cosg ""cosY " 



Fi cos a + Gì cos g + H,- cos -y 



(8) 

ry ag(N^cosg-MjCOSY^ -^^(L jCOSy N^cosa) + ;s(i\l ,cosa-L,cosg) 1 _ a. 
L^ Fi cos a -I- G^ cos p + H^ cos 7 J 

da ciò si Ta manifesto che girando i piani P, intorno alle rette fisse R,, e con- 
correniJo in un punto })o , il quale percorre una retta qualunque con lotta per 
Torigine, il piano delle medie armoniche del sistema, rispetto ali* origine, girerà 
intorno alla retta fissa \l determinata dalle due equazioni 

y xiìii cos? -Mj cosy) + y (li cos^-Nf cosa) + z (M, cosa- L^ cosg) _ _ a 
^ Ff cosa + Gf cos p + H,- cos Y "" 

y F, x + G,y4-H,z ^^ 

^^ F,. cosa + 6,- cos ? + H^ cos ^ ' 

e passerà pure per p^. 

Siano finalmente B, , B, , . . . R,- , . . . R, più rette nello spazio , e P un'altra 
retta fissa, o asse; rispetto e tre assi ortogonali siano rispettivamente (a;,, yt,;2i)i 
(S.'J,?) le coordinate di un punto qualunque pi di P, , e a di P , (a,, g,, ^i) . 
(^»P^»>') gli angoli di direzione di R^ e dì P , o^ la minima distanza tra R^ e P*^* 
l'angolo di queste due rette e fc, un coelBcicnte arbitrario (positivo o negativo) ; 
essendo (come si è veduto precedentemente) S^senO^rs 

= (5 - flc, (cos;ji cosY, - cosv cosg^) + (>] - 2/,)(cosv cosa,- - cosx cosyì + 

+ (C - ^t)(COSX COSPf - COSJJL COSVj) , 

se si forma la somma £/c,S^senOj, e si pone per brevità 
(9) I/i\cosa< = L , SfrjCOS^i^M , 2fc,C08Y, = N, 

2 kiiVi COS Yi - Zi cosg.) = F , Ih^ 'Zi cosa, - Xi cosy^ì = G , 

S hi ^Xi cos ^i - yi cos a,) = II , 
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si troverà 

(10) 2 ki S, sen 0,- = cosX (p + M{ - Nr,) + cos ;j. (G + N$ - L?) 4 

+ cosv(H4-L>j- M?). 
Se Tasse P passa per Torigine delle coordinate sarà invece 

(1 1) Sfr^SjSenO,. = FeosX + G cos;jl + Hcosv. 

Consideriamo il coefficiente k^ annesso alla retta R^ , e chiamiamo momento 
di hi rispetto alTasse P il prodotto /e,- 6,- sen 6^ ; la Tormols^ (10) esprimerà il mo- 
mento del sistema dei coefficienti fc,- rispetto a P; F , G , li saranno i momenti 
del sistema rispetto agli assi delle coordinate, e la formola (U) dimostra che le 
relazioni tra i momenti rispetto ad assi che pas<$ano per lo stesso punto sono si- 
mili alle relazioni tra le coordinate di un punto rispetto ai me Jesi mi assi. 

Poniamo le equazioni 

F + Mc-N>3 = , Gi-NS-U-0 , H + L>i-MS = 0, 
esse determineranno una retta R nello spazio, qualora si abbia la condizione 

(12) FL + GM + HN = 0; 

in tal caso indicando con {co ,y\ z) le coordinate di un punto qualunque p di R, 
e ponendo 

L=-A;cosa , M = /ì;cosP , N = A;cosy. 

onde 

(13) A;* = L« + M* f ti^:=lki^-^2lkikjC0èKi\lj, 
alla formola (ÌO) potrà darsi la forma 

2 *,o^.sen9< = h [(5-x)(cosijlcosy— cosv cos?) -h (>!-j/)(cosv cosa -cos). cosy) + 

+ (f-2)(cos) cos?-co8iiLcosa) = kS sen9 , 

essendo o la minima distanza tra R e P, e Tangolo di queste due rette. 

Nella supposizione (12), k si dice il coefncientQ risuUanle dei coefQcienti coni- 
ponenti annessi alle rette R^ , e riguardiamo allora k annesso alla retta R che 
diremo a^sc delle medie distanze del sistema delle retto Rj con i coefOcienti k^; 
la formola (13) esprìmerà la proprietà che il momento di un sistema qualunque 
di ooeOicientì ki , annessi alle rette R^ nello spazio (purché poro sia soddisfatta la 
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condizione (1?), rispetto ad un asse qualunque P, è eguale al momento del coefli- 
ciente risultante k, annesso all'asse delle medie distanze del sistema, rispetto allo 
stesso asse P. 

Se L = M = N = 0, onde anche A: = 0, l'asse delle medie distanze cadrà alTIn- 
finito, ed il momento del sistema avrà lo stesso valore rispetto a tutti gli assi P 
paralleli ; se inoltre F = 6 = H = 0, 11 momento del sistema sarà nullo rispetto ad 
un asse qualunque P. 

9. Siano quattro coppie di piani (P/ , P,") . (P/ , P^'O , (Pj' , Pj") , (P|' . P/') 
rappresentate dalle equazioni 

A4'a5+... = , At'a?+...=0 , A3'a5... = , A/aj+.-^o. 
A/'a3 + ... = , Aj"a?-h...^O , A,"x..,=:0 , A/x+... = 0, 
e supponiamo che sia identicamente, per t = l , 2, 3, i , 

(i) (A/ocrB/y+C/jJ+D/) - (A/'oc+B/'y-f-C'/^f+D/O = Aa;+By+C;8+D ; 

allora evidentemente le quattro rette d' intersezione R, , Rs , Rt » ^4 d' quelle coppie 
di piani ap|)arterranno al piano P rappresentato dairequazione 

Ao; 4 By -H C^ + D = 0. 

Dalle identità (1) risultano le altre sei identità 

(A.'aj -f . . .) - (As'a-I- • . •) = (At"aJ +..-)- {^z"Ji f . . .) ; 

(A/ir+ . . .) - {k^x-\-, . .) = (A/'oj -I- . . .) - (A4"a?+ . , .) > 

(A/flD +...)- (A|'x + . . ) = (As"x + ...)- (A|"a? +...); 

(A,'aj + . . .) - (A4'x+ . . .) = {k^"x■\■ . . .) - (A4*'ac + . . .) , 

(A/aj +...)- (A,'a; + ...) = (A*''^ + ...)- i^t 'od f . • .) ; 

(Aj'ac + ...)- (Ai'tì? +...) = (A8"a5 + ...)- (A/'o? + ...), 

sicché i primi, o i secondi, membri di queste identità, eguagliati a zero, rapprc 
senteranno uno stesso gruppo di sei piani Pjj , P„ , P„ , P,^ , P^^ , P„ ; ora con- 
siderando i due tetraedri che hanno rispettivamente per facce i piani (P/J^t'Pa'JV)! 
(Pt". P,", Pa". Pi"), per vertici opposti i punti (/»/,p,',7V,?V) . (Pi",]V'ip3"»p4'0, 
e per spigoli opposti le tre coppie di rette (R„' , R,^' ; R,,' , R,/ ; R„' , R,/) , 
(Bis" • K44" ; Rsi", Rt*" ; R«'' . R5*''') » si vedrà facilmente per le forme corrispon- 
denti dei primi, del secondi , membri delle ('2; che ciascuno dei sci piani P^,* 
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psìssa per due spigoli corrispon<Icnti U,/,R{/' dei tetnnedri , sicché le terne dei 
piani Py, per le quali gl'indici ij siano (2,3,4) , (3,1.4) . (1,2,4) , (1,*,3) pas- 
seranno rispelllivamente per le congiungenti r| , r^ , r, , r^ delle coppie di vertici 
corrispondenti (p/ , p/') , (p^ , Vt") , (p,' , Ps") , (p/ , p/') dei due tetraedri ; ma 
i sei piani P,^ contengono il punto p pei quale si ha 

A/oc + . . . = Aj'x + . . . = Aj'a? + . . , = A/a; + . . . , 
ciò che torna lo stesso 

A| ce "T* • • • ^ Aj fl? T • • • — Aj flC T" • • • ^^ A^ GC *T* • • • , 

dunque le quattro rette Tì .r^jr^, r^ concorreranno nel punto p : adunque fa- 
cendo corrispondere tra loro , in un determinato modo , le facce ed i vertici di 
due tetraedri « se le rette d*intersezione delle coppie di facce corrispondenti nei 
due tetraedri si trovano in uno stesso piano , le congiungenti delle coppie dei 
loro vertici corrispondenti concorreranno in uno stesso punto, e viceversa o. Il 
punto p ed il piano P si dicono il cen(ro, ed il piano d'omologia dei due tetrae- 
dri, i quali si dicono allora omologici. 

Questa proprietà si generalizza nel seguente modo ; supponendo più punti 
Pi t P» * ••• Pt-i » Pi • Pi+i » ••• Pn-i » Vn comunque disposti nello spazio, in un de- 
terminato ordine , essi si possono considerare come vertici consecutivi di un po- 
ligono storto , che ha per lati le congiungenti di due vertici consecutivi , e per 
facce ì piani che passano pei tre vertici consecutivi : ora facendo corrispondere 
tra loro , in un determinato modo , le facce , i lati , ed i vertici di due poligoni 
nello spazio, si ha la proprietà: a se le rette d'intersezione delie coppie di fiicce 
corrispondenti di due poligoni giacciono in uno stesso piano , e le congiungenti 
delie coppie dei loro vertici corrispondenti, eccetto uno, concorrono in uno stesso 
punto, anche la congiungente della rimanente coppia di vertici passerà per quel 
punto, e viceversa » ; o in altri termini ; « se nello spazio un poligono storto si 
deforma in modo che le sue facce girino intorno a rette appartenenti ad uno 
stesso piano P, ed i suoi vertici eccetto uno, percorrono rette concorrenti in uno 
stesso punto p, anche il vertice rimanente percorrerà una retta che passa pel 
punto p, e viceversa » ; inoltre nella deformazione del poligono ogni piano con- 
dotto per tre vertici qualunque girerà intorno ad una retta di P , ed ogni punto 
d*incontro di tre facce qualunque percorrerà una retta che passa per p. 

Ritornando ni due tetraedri considerati pocanzi , supponiamo che le rette 
Ri « Rf* 1^8 1 R| 9 invece di appartenere ail uno stesso piano, siano tali che ogni 
retta lì che si appoggia a tre qualunque tra esse si appoggi anche alla quarta ; 
supponendo R determinata per mezzo delle due equazioni 

A'oj + B'i/ + C'^r -f D' = . k"w + B^i/ + C"z -h D" = • 
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poniamo 

F = (B'C") , G = (C'A'') , H = (A'B") , L = (A'D") , M =^ (B'D ") , N = (C'D") 
e similmente per t = 1 , 2 , 3 , 4 , 

F.. = (B'C")< , G..= (C'A")< , Hi = (A'B")i. 

L,. = (A'D")i . M..=r(B'D")< , N,. = (CD")ì; 

la condizione afflnchè le rette R ed Rj si appoggino tra loro sarà espressa da 

A' , B' , C , D' 
A" , B" , C" , D" 
A,' , B/ , Ci' , D' 
A/' , B," , Ci' , D" 



= 0, 



sia da 
(3) 



F<L + GfM + HiN + L<F + MjG + N^H = 0, 



sicché le quattro equazioni che si deducono da (3) , col porre successivamente 
t = 1 , 2 , 3^4, dovendo essere tali che una qualunque tra esse sin conseguenza 
(Ielle altre tre, sarà 



(4) 



^t » > ^1 ì 

Fa , , L, , 



F 



4 ♦ 



» ^4 > 



= 0, 



vale a dire saranno nulli tutt*i determinanti di quarto ordine che si possono 
trarre da questa matrice. 

Negli stessi tetraedri supponiamo che le rette r, , i\ t r, , r4 invece di concor- 
rere in uno stesso punto, siano tali che ogni retta r che si appoggia a tre qua- 
lunque tra esse si appoggi anche alia quarta ; supponendo r eongiungente dei 
due punti (x' . j/' , z) , (a?'' , t/" , z') , poniamo 



tcraj'-oj'' 



, m =: j/' - 1/" 



, z^z'-z'\ 
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c considerando i due determinanti che hanno rispetlivamcnte per clementi 
(Ai',B/,C/,D/) , (A/'.B/',C/',D,'0. 

con i due loro determinanti reciproci , che abbiano rispettivamente per elementi 
(a/ , W , Ci' , di') , (a/' , 6/' , e/' , d/') , poniamo 

A = (fc'c")i , ffi = (c'aOi , /^ = (a'6")i , li = (a'(i'Oi , m, = (6'd'0i . ti, = (c'd")<; 
la condizione arOnchò le rette r ed r^ si appoggino tra loro sarà 

(5) fil + gitn + h.n + 1/ + wiiSf + n^h = , 

e le quattro equazioni che si deducono da (5) , col porre successivamente 
è = 1 , 2 y 3 , 4 , dovendo essere tali che una qualunque tra esse sia conseguenza 
delle altre tre, sarà 

A » ffi » fti » /, , wii , n, 

A . 'i 

A, h 

A > > hi 



(6) 



= 0, 



vale a dire saranno nulli tuttM determinanti di quarto ordine che si possono trarre 
da questa matrice. 

Quando le quattro rette R^ , o r^ , soddisfano alia supposta condizione si dirà 
che esse apparlengono ad una rigata. Si può dimostrare che le (8) sono conse- 
guenza delle (4). e viceversa ; adunque a se le intersezioni delie facce corrispon- 
denti di due tetraedri appartengono ad una rigata, anche le congiungenti dei 
vertici corrispondenti apparterranno ad una rigata, e viceversa »• 

Siano nello spazio più punti Pi » Pa > ••• Pt* > ••• Pn (vertici di un poligono storto) 
ed un piano P; il piano P incontri la congiungentc dei punti (poPy) nel punto* 
Pij , e sia 

Vii Vi ^i ' 
essendo {Xi , y» > ^ù le coordinate di p^ , ed 

a7COSX + l/COS[JL + :5COSV — C3= 

Tequazionc di P, si avrà in generale 

Jci _ aJ^cosX-f i/,cos[jL + 2tCosv — a 

kj "" Xj COSX 4- t// COSjJL + Zj cos V — o * 
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e quindi 



Pi Pij 0?, cosX + . . . PiPii _ 2^2 cosX + . . . 

PtiPt^ aj2C0sX+... * VizPi^ aj3C0sX+ . . . ' ' ' 

PmPm aj^cosX + 





Pn-t P«-l.« _ ««-1 COSÀ H 




Pn-t,nPn aj,COsX + 


onde 




0) 


PiP.t PtP« 
PltP» PmPs 



Pfii Pi ^i ^08 ^ + • 



Pn^^ Pn-t,n , Pn Pni ^ / J\n . 
Pii-mP« *P«i Pi 

adunque « se nello spazio i lati di un poligono storto, di vertici Pi * Ps • • • • P» i 
si segano con un piano P, sopra ciascun lato si determinerà un rapporto di seg- 
menti ; il prodotto di questi rapporti, percorren lo i lati del poligono sempre nello 
stesso verso, sarà eguale air unità, positiva o negativa , secondo che il numero 
dei lati del poligono è pari o dispari ». 

Siano ora nello spazio più piani P| , Pt i ••• P» > ••* P^ (facce di un poligono 
storto) ed un punto p; il piano condotto per p e per la retta d* intersezione dei 
piani (P^- , P^) sia il piano P^^ , e sia 

sen P^ Pjj _ Jk^ 
scnP.y Pj"" kj ' 
essendo 

05COSX^ + j/cospii + jjcosv^ -0^ = , 

Tequazione di P^ , ed {x ,y ,z) le coordinate di p , si avrà in generale * 

hi _aJC0SXi + 1/C0SpL; + 2C0SVj- C3^. 
kj " X COS Ij + 2/ COS piy + Z COS Vy - C3y * 

e quindi 

senP,P|2_flccosX, + • . . senPj Pjj^xcosX, . . . 

sen PijP, "" X COS Xj + . . . * sen Pj, P, "" x cosX, . . • ' ' " ' 

senP^., P^-1,1, xcosX^., + . . . sen P„ P„| __ xcosx^ , ^ + . . , 

8enP,i.,^„P„ " xcosX„+... ' senP„|P| "" xcosx, + , . . ' 

senP, P,2 ^ senP^P^s 8cnP„.,P„.i^^ senP^P,, ^ ^ ^ 

scnP^jPj'senPjjPj senP,^,^„P„ 'senP^,P, 



onde 
(8) 



adunque a se nello spazio si conducano i piani per i lati di un poligono storto, 
di facce P, , Ps > • . . P^ , e per un punto p , si determinerà per ciascun lato un 
rapporto di seni di angoli ; il prodotto di questi rapporti . girando intorno ai lati 
del poligono sempre per lo stesso verso, sarà eguale all'unità ». 

{conlinua) 
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SULLA SUPERFICIE DEL QUARTO ORDINE 

GENERATA DA DUE STELLE DI PIANI 
E DA UNA RETE DI QUADRIGHE PROIETTIVE FRA LORO 

MBMOBI A 

DEL 

Prof. MARINO PANNELLI. 



La superficie del 4^ ordine generata da due stelle di piani e da una rete di 
quadriche proiettive fra loro è rappresentabile sopra un piano doppio ; e la sua 
rappresentazione si deduce facilmente da una particolare trasformazione doppia 
dello spazio. Quindi volendo in questa Memoria studiare le proprietà della detta 
superficie, e dedurle dalla sua rappresentazione piana, si incomincerà con lo sta- 
bilire l'accennata trasformazione dello spazio. Perciò la Memoria stessa viene na- 
turalmente divisa in due parti. 

Parte Prima. 

i. Se ad un punto di uno spazio si fa corrispondere un piano di un altro 
spazio e si fa l'ipotesi che mentre quel punto descrive un piano nel primo spazio, 
il piano corrispondente ruoti intorno ad un punto del secondo, la corrispondenza 
fra i due spazi è perfettamente determinata e si dice reciproca. 

Lo proprietà di questa trasformazione sono notissime ; epperò non è qui ne- 
cessario di ricordarle, sebbene in seguito se ne abbia spesso bisogno. 

Una corrispondenza analoga alla precedente si può stabilire fra due spazi S 
e S' facendo corrispondere ad ogni punto di S' una quadrica f di S appartenente 
ad un dato sistema S, lineare e triplamente infinito , e supponendo che quando 
quel punto descrive in S' un piano, la quadrica corrispondente generi in S, una 
rete. La corrispondenza cosi definita difTerisce da quella che ha studiato il Si- 
gnor Rcye alla fine della sua Geometria di Posizione, in questo soltanto: nella 
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corrispondenza del Rcyc Io spazio S' si suppone generato dal piano, mentre nella 
corrispondenza attuale si riguarda come generato dal punto. 

Quindi le proprietà di questa corrispondenza si deducono subito da quello 
note della trasformazione deir Illustre Geometra tedesco. Fra esse le fondamen 
tali sono : 

I. (( Ad un punto X' dello spazio S' corrisponde nello spazio S una qua- 
drica f del sistema S| ; ad una retta R\ un fascio di quadriche; ad un piano U', 
una rete i. 

IT. a Ad un punto X dello spazio S corrisponde un piano dello spazio S'; 
ad una retta B, un cono delia 2' classe ; ad un piano U, una superficie del à^ or- 
dine e della 4* classe ». 

2. Oltre il sistema S^ delle quadriche f prendansi nello spazio S due sistemi 
di piani S, e S, , proiettivi al sistema delle quadriche, epperò proiettivi fra loro 
ed allo spazio punteggiato S'. In virtù delle ipotesi fatte , ad ogni punto X' di 
S' corrispondono in S una quadrica f del sistema S^ e due piani U^ ed U, dei 
^'istemi Ss e S3 ; e quindi corrispondono i due punti X ed co, comuni a questi due 
piani e a quella quadrica. Viceversa, ad ogni punto X di S , considerato succes- 
sivamente come appartenente ai sistemi S, Sj e S3 , corrispondono in S' tre piani 
U/ » Ui' > U3' ; e quindi corrisponde il punto X', comune a questi tre piani. 

Fra i due spazi S e S' viene dunque ad essere stabilita una particolare cor- 
rispondenza doppia, che è appunto quella che devesi qui studiare. 

3. Ad una retta qualunque R' di S' corrispondono in S un fascio di quadri- 
che del sistema S, (1 9 1) e due fasci di piani dei sistemi Sj e S,. Questi tre fasci, 
proiettivi fra loro, generano in S la curva che corrisponde alla retta R'. Dunque : 

I. « Ad una retta qualunque tt' di S' corrisponde in S una curva C, del 
« b^ ordine e della 1* specie, epperò del genere 2 ». 

Ad un piano qualunque U' di S' corrispondono in S una rete di quadriche 
del sistema S, (1 , 1) e due stelle di piani dei sistemi S2 e S3. Queste tre forme, 
proiettive fra loro, generano in S la superficie che corrisponde al piano D'. Dunque: 

II. a Ad un piano qualunque U' di S' corrisponde in S una superficie Q, 
a del 4^ ordine ». 

Quindi secondo le denominazioni già introdotte dal Chiar. Prof. De Paoli s (*) 
si può dire : 

III. a La presente trasformazione doppia è deirordine 4 e del genere 2 ». 
Inoltre è facile vedere : 

IV. a Le superficie Q, formano un sistema lineare triplamente infinito, che 



(*) De-Paolis: a Le trasformazioni doppie dello spazio « Reale Accademia 
dei Lincei anni 1884-85. 
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CI ha per base una curva K dellordine 11, luogo di un punto dove s* incontrano 
una curva del 4® ordine- e della t* specie e due rette corrispondenti nei tre 
a sistenìi S, S^ e S, ». 

Y. a Le curve C5 formano un sistema qua<iruplamcnte infinito e ciascuna 
« di esse si appoggia in 18 punti alla curva fondamentale K ». 

4. Ad una retta qualunque R di S, considerata successivamente come appar- 
tenente ai sistemi 8^,8^,83, corrispondono in S' un inviluppo delia 2' classe 
(1 , II), e due fasci dì piani. Queste tre forme , proiettive fra loro , generano in 
S' la curva che corrisponde alla retta I^. Dunque : 

I. « Ad una retta qualunque R di S corrisponde in S' una curva C'4 del 
4^ ordine e della 2' specie ». 

Ad un piano qualunque U di S , considerato successivamente come apparte- 
nente ai sistemi S, , S, , S3 corrispondono in S' una superficie inviluppo della 
4* classe (1. II) e due stelle di piani. Queste tre forme, proiettive fra loro, ge- 
nerano in S' la superficie che corrisponde al piano U. Dunque : 

II. e Ad un piano qualunque U di S corrisponde in S' una superficie Q'5 
« del S^ ordine, dotata di una cubica gobba doppia, senz* altre singolarità ». 

5. Se la quadrica del sistema S, corrispondente ad un punto 0' di S' viene 
toccata in un punto dalla retta d'intersezione dei due piani che nei sistemi S^ 
e S3 corrispondono allo stesso punto 0', in tal caso a questo punto 0' corrispon- 
dono in S due punti congiunti riuniti nel punto di contatto 0. Il luogo del punto 
0' è la superficie limite L' dello spazio doppio S' ; quello del punto è la su- 
perficie doppia L dello spazio semplice S. 

Ora è evidente che l'ordine delia superficie L' è dato dal numero delle qun- 
drichc del fascio del sistema 84 , corrispondente ad una retta R' di S'. che toc- 
cano le rette che loro corrispondono nel sistema generato dai due fasci di piani 
corrispondenti nei sistemi 82 e 83 alla stessa retta R', e che perciò è eguale a 
6. Dunque : 

I. « La superficie limite L' è del 6^ ordine ». 

Poiché la superficie doppia deve riguardarsi come formata da due superficie 
infinitamente vicine, ogni retta che passa per un suo punto qualunque 0, purché 
non coincida con la direzione principale uscente da , V incontra in due punti 
non congiunti infinitamente vicini riuniti in 0. Quindi la curva C/ di 8' corri- 
spondente a quella retta, tocca la superficie limite nel punto 0', che corrisponde 
ad 0, epperò incontra in 2 soli punti variabili, fuori di 0', il piano tangente alla 
superficie limite nello stesso punto 0'. Dunque anche quella retta deve incontrare 
in 2 soli punti variabili , fuori di , la superficie Q4 che corrisponde a questo 
piano tangente, il che prova che la superficie Q4 possiede in un punto dop- 
pio. Quindi : 

II. R La superficie limite L' è T inviluppo dei piani di S', al ^Mtt corri* 
ff spoodono iu 8 superficie Q4 dotato di un punto doppio »* 
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In virtù di questa proprietà è evidente che la classe delia superGcie limite 
L' è data dal numero delle superficie Q4 , dotate di un punto doppio , contenute 
in un fascio. Quindi, poiché la base di questo fascio si decompone in due cune 
che si appoggiano fra loro in 18 punti, ^3, V) si ha : 

III. « La superficie limite L' è della 7"2' classe a. 
Segue da ciò che U superficie L' deve possedere singolarità tali , che per 
esse la sua classe si diminuisca di 6. 5^ - 72 := 78 unità. Queste singolarità ven- 
gono determinate nel numero seguente. 

8. Nello spazio S' si ha un numero finito di punti AV* a ciascuno dei quali 
corrisponde in S una retta r^- , perchè accade un numero finito di volte che i due 
piani dei sistemi S^ e Ss corrispondenti ad uno stesso punto di S' si taglino se- 
condo una retta che giaccia sulla quadrica del sistema S^ corrispondente allo 
stesso punto. 

Ora ad una retta R' di S' che passi per uno di questi punti A/ corrispon 
dono in S, le quadriche di un fascio , fra le quali se ne hanno soltanto 4 che 
toccano le rette corrispondenti nel sistema generato dai due fasci di piani che 
nei sistemi !:^t e S, corrispondono a quella retta R'. Quindi questa retta R' in- 
contra la superficie del 6^ ordine L' in soli 4 punti, fuori di A^; opperò : 
Lai punti ki sono punti doppi della superficie limite L' 9. 

Per determinare il numero di siffatti punti , è necessario stabilire altre 
proprietà. 

Innanzi tutto è evidente che nello spazio S' si hanno due superficie F^' e 
F3' di cui la prima è il luogo di un punto, la cui quadrica corrispondente nel si- 
stema S| è toccata dal piano che allo stesso punto corrisponde nel sistema S, 
e in generale non è toccata dal piano che gli corrisponde nel sistema S, , e la 
seconda è il luogo di un punto, la cui quadrica corrispondente nel sistema S, e 
toccata da questo piano e in generale non è toccata da quello. 

Una retta qualunque IV di S' incontra la superflcie F,' in tanti punti quante 
sono le quadriche del fascio del sistema S^ corrispondente a quella retta , che 
toccano i piani che loro corrispondono nel fàscio del sistema 8, corrispondente 
alla retta medesima, epperò rincontra in 5 punti. Dunque le superficie F/ e F,' 
sono del 5^ ordine. 

L*intersezione 6' delle due anzidette superficie, è una curva dcir ordine 25 
luogo di un punto, i cui piani corrispondenti nei sistemi $t e S, toccano la qua- 
drica corrispondente nel sistema S,. 

Sulla superficie F^' giace una curva H^' luogo di un punto al quale corrisponde 
in S, un cono ed in S^ un piano, che passa per il vertice del cono. . 

Una curva analoga Hs' giace sulla superficie F,'. 

L'ordine della curva H/ è dato dal numero dei coni contenuti nella rete di 
quadriche del sistema S| corrispondente ad un piano U' di S', che hanno i vertici 
nei piani che loro corrispondono nella stella del sistema S| corrispondente allo 
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stesso piano U'. Per determinare il numero di questi coni prendansi nello spazio 

4 punii, non situali in uno stesso piano, e di ciascuno di essi i piani polari ri- 
spetto a tutte le quadriche della rete. Si ottengono cosi quattro nuove stelle di 
piani, proiettive alla precedente. Si osservi poi che se V è il vertice dì un cono 
delia rete, per il quale passi il piano che gli corrispondo in quest'ultima stella, 
por il punto V passano S piani corrispondenti nelle 5 stelle anziilette. Quindi il 
numero richiesto è il numero dei punti delio spazio per ciascuno dei quali passano 

5 piani corrispondenti in 5 stelle proiettive. Dunque le curve H/ e H3' sono del. 
Tordine 10. 

Le due curve Hj' e H,' hanno in comune i punti dello spazio S' , a ciascuno 
dei quali corrisponde in S, un cono e in Sg e S3 due piani che si tagliano se- 
condo una retta che passa per il vertice di quel cono. 11 numero di quei punti e 
dunque eguale al numero di coni contenuti nel sistema S| che hanno ì vertici 
sulle rette intersezioni dei piani che loro corrispondono nei sistemi Sj e S3. Per 
determinare quest'ultimo numero prendansi ancora 4 punti dello spazio, non si- 
tuati in uno stesso piano, e dì ciascuno di essi i piani polari rispetto a tutte le 
quadriche del sistema S|. Si ottengono cosi quattro nuovi sistemi di piani pro- 
iettivi ai due sistemi S| e S,. Si osservi poi che se Y è il vertice di un cono del 
sistema S, , per il quale passi la retta corrispondente, per il punto V passano 6 
piani corrispondenti nei 6 sistemi anzidetti. Quindi il numero richiesto è il numero 
dei punti dello spazio per ciascuno dei quali passano G piani corrispondenti in 6 
sistemi lineari di terzo genere proiettivi fra loro. Dunque le curve H,' e H3' hanno 
2u punti comuni. 

La curva G' passa evidentemente per questi 20 punti, i quali giacciono pure 
sulla superficie limite L', poiché a ciascuno di essi corrispondono in S due punti 
congiunti riuniti nel vertice del cono corrispondente. 

La curva IV incontra la superQcie Fg' in 10.5 - 50 punti, dei quali 20 sono 
i precedenti. A ciascuno dei 30 che restano corrisponde in S| un cono, in S, un 
piano che passa per il vertice di questo cono e in S, un piano tangente al cono 
medesimo. Quindi questi 30 punti sono comuni alla' curva G' e alla superficie 
limite L'. Alla stessa curva e alla stessa superficie sono comuni i 30 punti nei 
quali la curva H3' incontra la superficie F2' oltre i 20 punti anzidetti. 

La curva G' e la superficie limite L' che cosi hanno 20 + 304-I>0 = 80 punti 
comuni, s'intersecano in altri 2.'>.6-80 = 10 punti, meglio debbono a\ere in 
comune altri punti tali che nella loro intersezione equivalgano a 70 punti sem- 
piici. Sia P' uno di questi punti. Ad esso, come punto della curva G', corrispon- 
dono nei sistemi S, e S3 due piani tangenti alla quadrica corrispondente nel si- 
steuìa S| ; e , come punto della superficie L'. corrisponde un punto un luogo 
congiunto a se stesso, ila i punti comuni a G' aà L' a ciascuno dei quali cor- 
risponde un punto congiunto a se stesso, sono i soli 80 punti ur ora detr>rminati ; 
dunque al punto P' deve corrispondere un luogo congiunto a sé stesso. Questo 
luogo dovendo essere comune ad una quadrica e a due piani ad essa tangenti , 

YOL. XXIX. 18 , 
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non può essere che una retta. Quindi, il punto P' è uno dei punti A/, epperò (I) 
è un punto doppio della superficie L'. Esso assorbe dunque due punti dMnterse- 
zione di 6' con L'. Quindi : 

IL a I punti A/ sono 3S ». 

I due sistemi di piani S^ e S, , collineari fra loro, hanno 4 piani corrispon- 
denti comuni b^.b^.b^, 64. Quindi nello spazio S' esistono 4 punti B/B^'Bj'B/, 
a ciascuno dei quali corrisponde in S un sol piano ed una quadrica, epperò cor- 
risponde la conica secondo cui quel piano taglia questa quadrica. Si ottengono 
cosi 4 coniche che si rappresenteranno con le stesse lettere ft, , ftj , '^i , ^4 che 
denotano i piani su cui giacciono. 

Ora ad una retta R' di S' che passi per uno di questi punti B/ corrispondono 
nei sistemi S, e S, due fasci di piani proiettivi fra loro, ì quali avendo in comune 
il piano bj corrispondente a se stesso , generano non più una quadrica ma un 
piano Cy , meglio un fascio di raggi situato su questo piano Cj , il quale fascio 
poi è proiettivo a quello delle quadriche che nel sistema S^ corrisponde a quella 
retta R'. Yi sono soltanto 4 raggi di quel fascio che toccano le quadriche corri- 
spondenti di questo ; quindi la retta R' incontra la superficie del 6** ordine L' in 
soli 4 punti variabili fuori di 6/ , epperò : 

111. « Anche i quattro punti B/ sono doppi per la superficie limite L' ». 

La superficie L' possiede dunque 39 punti doppi ; e poiché questi diminui- 
scono la sua classe di 39.2=18 unità, cosi essa non può (S) presentare altre 
singolarità. 

Dalle considerazioni precedenti segue altresì che nello spazio S' oltre ai punti 
A/ e B/ non se ne hanno altri ai quali corrispondono in S non due punti con- 
giunti, ma infiniti. 

7. Si è visto (3) che per ogni punto della curva K passano una curva del 
4^ ordine e della 1' specie e due rette corrispondenti nei tre sistemi SiS^S, , 
le quali sono le basi di tre fasci proiettivi , uno di quadriche e gli altri due di 
piani, corrispondenti ad una .medesima retta di S'. Quindi : 

L « La curva R è il luogo di un punto X di S , al quale corrisponde in 
« S' non un punto, ma una retta ». 

Ora sia a^ la retta di S corrispondente ad un punto A/ di S'. Ad ogni punto 
di ai corrispondono in S' tre piani che passano per A/. Quindi T inviluppo della 
2^ classe che in S' corrisponde ad o^ , considerata come retta di S, , ha il ver- 
tice in A/ e per questo punto passano gli assi dei due fasci di piani che corri- 
spondono in S' alla stessa retta a,-, considerata successivamente come appartenente 
ai sistemi S, e S3. É facile vedere che in quell inviluppo della 2* classe si hanno 
4 piani che passano per la retta d'intersezione dei piani corrispondenti in questi 
due ultimi fasci, il che vuol dire che sopra la retta a^ si trovano 4 punti, a cia- 
scuno dei quali corrisponde in S' non un punto, ma una retta. Dunque : 

II. a Ciascuna retta ai si appoggia in 4 punti alla curva fondamentale E »« 
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In modo analogo si dimostra : 

III. R Ciascuna conica 6y si appoggia in 8 punti alla curva fondamentale K ». 
Segue da questi teoremi che una retta a^ e cosi una conica bj , non viene 

iDcontrata in punti variabili dalle Q4. Quindi secondo denominazioni già in uso : 

IV. a Le rette a^ e le coniche 6,- sono linee parassite )). 

Per i punti A/ , e cosi per i punti B/, non passano le curve C4' di S' cor- 
rispondenti alle rette R di S, e a ciascuno di questi punti corrisponde in S una 
linea (retta conica) tale che ad ogni suo punto è congiunta tutta la linea stessa. 

Quindi si dirà con il Sig. De Paolis: 

V. e I punti A/ , e cosi i punti Bj , sono punti fondamentali di 2^ classe 
a e di '2* specie per lo spazio S' ». 

Inoltre : 

VI. a I punti A/ sono semplici per ogni superficie Q,', e i punti B^ sono 
a doppi e giacciono sulla cubica doppia della superficie ». 

Infine perchè una curva C/ di S' corrispondente ad una retta R di S , non 

4 6 
passa per i punti A/ e B/, tocca la superficie L' in -^ = 12 punti ; opperò : 

VII. tt Le curve C/ toccano in 12 punti la superficie limite L' e non Tin- 
K contrano altrove ; le superficie Q5, la toccano lungo una curva del IS® ordine ». 

8. Da quest* ultimo- teorema segue : 

I. a La superficie doppia L è dell'ordine 12. Quindi è la completa Jaco- 
a biana del sistema delle Q4 ». 

Inoltre è facile dedurre da quanto precede : 

II. a Per la superficie doppia L la curva fondamentale K è tripla e le rette 
a a^, come le coniche bj, sono semplici ». 

9. Ogni trasformazione doppia individua una trasformazione congiunta» di cui 
facilmente possono essere studiate le proprietà principali. 

É noto (*) che se N è 1* ordine della trasformazione congiunta, una curva 
C/ incontra una superficie Q,' sulla quale non giaccia per intero, in N-f 1 punti 
non fondamentali, ed anche che tre qualsivogliano superficie Q5 si tagliano in 
3N -f 1 punti non fondamentali. Quindi è chiaro per i teoremi V e VI del numero 7 
che N è determinato da una qualunque delle due equazioni : 

N+1=20 , 3N + 1 = 5» - (35 + 4.2») 

epperò : 

I. a La trasformazione congiunta è d'ordine 19 ». 



(•; De-Paolis: 1. e. n. 17. I e IL 
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A«l un punto qualunque della curva K corrisponde in S' una retta (7 I) la 
quale incontra una superOcic Q5' in cinque punti variabili. Tutlc le rette analoghe 
generano la superQcìo fondamentale di S', corrispondente alla curva K, la quale 
superficie è dell'ordine 18, porcile una curva C3 si appoggia in 18 punti variabili 
alla curva R (3 V). Questa superficie viene incontrata da una curva C^' in 18.4=T'2 
punti tutti variabili. Quindi (*) . 

II. « La curva fondamentale K è multipla secondo S per la trasformazione 
« congiunta e congiunta ad una superficie d'ordine 12 n. 

Inoltre (**) : 

III. « Le rette a^ sono semplici, e le coniche bj , doppie per la trasfor- 
« mazione congiunta ))■ 

La superficie congiunta alla curva K è la Jacobiana del sistema delle super- 
ficie congiunte ai piani. Perche essa è dell'ordine 72^ si ha : 

IV. (c Le curve congiunte alle rette si appoggiano in 72 punti alla curva R 
(t e non si appoggiano alle rette a^ e alle coniche bj ». 

IO. Un piano incontra la superficie congiunta secondo un luogo d'ordine 19, 
il quale possiede 11 punti K/, multipli secondo 5(9,11) (intersezioni del piano con 
la curva R) e 8 punti doppi By (9111) (intersezioni del piano con le 4 coniche hj). 
ì)ì questo luogo fa parte la curva secondo cui lo stesso piano incontra la super- 
ficie doppia, curva dell'ordine \2 , per la quale i punti li,^ sono tripli e i punti 
By sono semplici (8,11). Quindi resta una curva I) dell'ordine 7, che ha un punto 
doppio in ciascuno degli 1 1 punti \i,^ , come luogo delle coppie dì punti congiunti 
distinti del piano dato. 

A questa curva D del piano U corrisponJe sulla superficie Q5' la curva doppia 
D', di cui l'ordine è dato dal numero delle coppie di punti congiunti comuni alla 
curva D e alla sezione fatta dal piano U in una superficie qualunque CJ4, Siccome 
questa sezione è una curva del 4^ ordine, che passa semplicemente per i punti K^, 
cosi essa incontra D in 7.4—2.11=6 punti, che formano 3 coppie di punti congiunti. 
Cosi si ritrova che la curva D' 6 del 3® ordine, in accordo col teorema 11 del n® 4. 

Del resto si è voluto dare quest'altro modo di calcolare l'ordine della curva 
doppia D', perchè di un modo analogo si farà uso per calcolare l'ordine della 
curva doppia di altre superficie di S' corrispondenti a superficie date in S, e per- 
chè esso ha condotto a determinare la curva D , imagine sopra il piano U della 
curva D', importante per la rappresentazione della superficie Q5'. Cosi per la rap- 
presentazione della superficie Q^ è necessario premettere quanto segue. 

Basandosi sulle proprietà della trasformazione doppia che qui si studia, di- 
mostrate nei numeri precedenti, è facile trovare : 



(*) De-Paolis l. e. n. 25, I. 
(••) De-Paolis L e. n. 33, II. 
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I. (( Ad una quadrica qualunque di S è congiunta una superficie delVor- 
a (lino 38 per l'\ quale la curva K è multipla secondo IO, le coniche bj sono qua- 
([ druple e le rette a^ sono doppie ». 

Una quadrica incontra la superficie congiunta secondo un luogo d'ordine 16, 
il quale possiede ^2 punti multipli secondo IO (intersezioni delia quadrica con la 
curva E); 16 punti quadrupli (intersezioni della quadrica con le 4 coniche hj) e 
70 punti doppi (intersezioni della quadrica con le 35 rette a^ì. Di questo luogo 
fa parte la curva secondo cui la stossa quadrica incontra la superficie doppia , 
curva dell'ordine 24. per la qualQ quei primi 22 punti sono tripli e gli altri 16 
come quest'ultimi 70 sono semplici. Quindi resta una curva dell'ordine 52, la 
quale possiede 22 punti settupli sopra la curva K e 16 punti tripli, situati 4 a 4 
sopra le 4 coniche bj , come luogo delle coppie di punti congiunti distinti della 
quadrica data. Questa curva viene incontrata da una superficie qualunque Q4 in 
4.52-1.22 = 54 punti, i quali formano 21 coppie di punti congiunti. Quindi: 

li. e Ad una quadrica qualunque di S corrisponde in S' una superficie del 
a 10® ordine, dotata di una curva doppia dell'ordine 21. Questa superficie tocca 
« la superficie limite L', secondo una curva dell'ordine 30 ». 

Due stelle di piani corrispon lenti nei sistemi S, e S3 , epperò proiettive fra 
loro , generano una cubica gobba , per la quale passano le superficie rigate del 
2** ordine generate da due fasci corrispondenti nelle due stelle. Sia F una di 
quelle superficie. Ad essa è congiunta ancora una superficie del 38^ ordine per 
la quale la curva K è multipla secondo IO, le coniche bj sono quadruple e le 
rette a^ sono doppie. Però su questa superficie giace la curva C^ generata dai 
due fasci di piani che generano la superficie F e dal fascio corrispondente di qua- 
driche nel sistema S| , a ciascun punto della quale è congiunto un punto della 
curva stessa, opperò fa parte del luogo delle coppie di punti congiunti distinti 
della superficie F. Quindi ricordando ancora che la curva C^ si appoggia in 18 
punti alla curva K, la parte rimanente del luogo anzidetto è una curva dell'or- 
dine 41 la quale possiede 4 punti 1p^'> e i8 punti Gp^^ sopra la curva K e 16 punti 
doppi situati 4 a 4 sulle coniche bj. Questa curva e la curva C5 si appoggiano 
poi in 10 punti che formano 5 coppie di punti congiunti , situati fuori della 
curva R (*). 



V*) Se due superficie F| e F^ degli ordini n, e n^ hanno in comune dae cnrve 
C e C\ la prioia maltipla secondo i numeri i^ ed i^ e la seconda seconlo i numeri 
t', e i'^ in modo che sia >«>'*'« , h^^'t ^^ ^^^^^ curva d'intersezione residua in- 
contra la curva C in 



w 



[ih «1 + «1 «2) - 2i\ i. (m + y)] - 1", t', 8 
punti , dove m ed r rappresentano l'ordine ed il rango della curva C ed 5 è il nu- 
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La prima curva viene incontrata da una superQcie qualunque Q4 in 4.47 - 
4.7— 18.6 = 52 punti, che formano 26 coppie di punti congiunti, epperò la curva 
doppia che le corrisponde sulla superficie F' di S' corrispondente ad F è dell' or- 
dine 26. Alla curva C, corrisponde poi su questa stessa superficie F' una retta 
doppia. 

Infine una superncie Q4 che passi per la curva C, incontra l'altra curva d'or- 
dine 41 in 52— 10 = 42 punti, che formano 21 coppie di p'mti congiunti, e ciò 
mostra che ogni sezione fatta nella superficie F' con un piano che passi per la 
retta doppia possiede 21 punti doppi. 

Riassumendo si ha dunque : 

III. « Ad una quadrica di S che passi per la cubica gobba generata da 
(( due stelle di piani corrispondenti nei sistemi S2 e S, , corrisponde in S' una 
« superficie del ìO^ ordine dotata di una retta doppia e di una curva doppia del- 
a Tordine 26 ; ed ogni sezione fatta in questa superficie con un piano condotto 
a per la rotta doppia è una curva dell' 8^ ordine dotata di 21 punti doppi 0. 

Come 1 due teoremi precedenti, cosi si dimostrano questi altri : 

IV. « Ad una superficie del 3® ordine di S corrisponde in S' una superficie 
« del 15** ordine, dotata di una curva doppia dell' ordine 12. Questa superficie 
a tocca la superficie limite L' secondo una curva dell'ordine 45 ». 

V. « Ad una superficie del 3® ordine di S che passi per la curva del V or- 
« dine, generata da una rete di quadriche del sistema S| e dalla corrispondente 
« stella di piani in uno dei sistemi S2 e S,, corrisponde in S' una superficie del 
a 15^ ordine, dotata di una retta doppia e di una curva doppia dell'ordine li ; 



mero dei punti d'appoggio delle due curve G e C (Max-Noether : Sulle curve mul- 
tiple di superficie algebriche. — Annali di matematica pura ed applicata diretti da 
F. Brioschi e L. Cremona. Serie II. Tomo V. pag. 163). 

Ora la curva d'ordine 47 può riguardarsi come curva d'intersezione residua della 
superfìcie F del 2^ ordine, con la superficie congiunta d*ordine 38, le quali superficie 
hanno in comune la curva Cj e la curva d'ordine 24, intersezione di F con la su- 
perficie doppia. Quindi queste due curve hanno in comune i 18 punti in cni la C- 
s'appoggia alla curva K, che sono semplici per la C^ e tripli per la curva d* ordine 
24, e i 6 punti in cui la C^ incontra la superficie doppia; epperò in totale s'appog- 
giano l'una all'altra in 3.18 + 6 = 60 punti. Ponendo dunque 

nj=r2 , »ij=38 , in=5 , r=12 , ì|-t2=l , %\z=:i\-l , $=60 

nella formola precedente , si trova che la curva d'ordine 47 si appoggia alla C5 in 
118 punti. Però 18.6=108 di questi punti cadono sulla curva K, nei 18 punti d'ap- 
poggio di C5 con K ', quindi fuori di K le due curve si appoggiano in altri 118 - 
108 = 10 punii. 
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^ ed ogni sezione falta in questa superOcie con un piano condotto per la retta 
e doppia òuna curva del lo® ordine dotata di 6t punti doppi ». 

11. Infine in questo numero si danno le formolo della trasformazionei di cui 
sin qui sono state esposte le proprietà principali. 

Se i quattro punti B/ B,' Bj' B/ si prendono come vertici del tetraedro di ri- 
Terimento» la proiettività dei sistemi S, ,Sj,,Ss Tra loro e con lo spazio punteg- 
giato S' viene espressa dalle formole : 

x\ A + a?/ B + a?a' C -f ^74' D = 

( 1 ) /i aj,05,' + /, XtOi^' + h ^z^z + hoc^co^' = 

X|X,' -h x^t + ^z^z + 2P4X4' = 

nelle quali I4 , 2, » l^ , '4 sono quattro parametri variabili e A , B , C , D , funzioni 
quadratiche omogenee nelle coordinate x^x^x^x^ e precisamente 

A = AnO;,* + AjjX,* -i- AsjWa* 4- A44a?4» + ik^x^x^ + '2^^^cc^^ + 2A„a?»ar, + 

2A 14X1X4 + 2A24^s^4 + 2A34a/3X4 

B = 811X4* + Bm^2* + 1^3»^»* + B44X4* + SBjsOJtXs + 2Bj,x,a?, + 2B„x,Xt + 

2B|4a?ja?4 + 2B,4aJ,X4 + 2 B34a?8^4 
C = C„X4* + C„Xt« + CjaiTa* + C44X4* + IC^^x^ + ZC^^x^x^ + 2C„X|a7, + 

2C,4a?4X4 + 2C24X,X4 + 2C84X,X4 

D = D^.x,* + D„x,* + 0,3X3» + D44X4* + 2Dj3a?jX3 + 2D3,a?,X| + 2D«x,a?, + 
2D„x,X4 + 2D,4X,a?4 + 2D34a?ja74. 

Quindi le tre formole precedenti possono ancora essere messe sotto questa 
altra forma : 

A',ta;f* + A'„x,* + A'jjXj* + A'44X4* + 2A',3X,X3 -h 2A'3»X3X. + 2^4^X40?, + 
2A',4X4a?4 + 2A'j4Xsa?4 + 2A'a4X3a?4 = 



(2) 



I, X| x', + 1, X, x^' + Ij x,a?3' + /4a?4 < = 
fl?i x/ + X, X,' -t X, X3' 4- a?4 X4' = 
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dove le A'^j sono funzioni lineari omogenee nelle coordinate x/ as^' x^ Xi! e prc- 
cisaccente 

A'/; = A// »/ + B,y «,' + C,y X3' + D,,. x^. 

Dalle equazioni (1), risolvendole rispetto alle oc/, si ricava 

r' X,' - (/, - l^) x^x B + (/^ - /j) xx^ C + (/, - ì^) x^i D 

r' ajj' = («4 - li) x^x A + (l, - ^4) asa?» C + (Ij - 1,) x^aJa D 

(3) 

r' X3' = (/j - l^ x^x A + (/^ - t,) xx^ B + (Z, - f,) ajjXj D 

r'ixf^ = (Ij - /,) a3,a?8A + (/^ - /,) x^xfi + (/j - /i) ^i«, C ; 

e queste foramele, nelle quali r' è un fattore di proporzionalità, servono a passare 
da un punto X di S al punto corrispondente X' di S'. 

Dalle equazioni (2), risolvendole rispetto alle x^ , si ricaverebbero le formolc 
che servono a passare da un punto X' di S' ai due punti corrispondenti X ed x 
di S. Ma in seguito si darà un metodo più semplice e più elegante per ottenere 
queste formolc. 

1-2. Ad un piano qualunque U' di S' di cui Tequazione è 



(i) 



m/ x/ + t/j' Xj' + uj X3' + v,l a?/ = , 



corrisponde in S una superQcie Qj , di cui T equazione si ottiene eliminando le 
x/ fra Tequazione precedente e le (I); epperò è: 



(5) 



= 0. 



A B C D 

/«a?! {2X2 /3X3 /4X1 

0/1 Xi X^ X4 

u'j u\ n'3 u\ 

Parimenti ad un piano qualunque U di S, che ha per equazione 
(6) W| a?| + tij Xj + 1/3 Xj + W4 X4 = 

corrisponde in S' una 8uperli?ie Q5' di cui Tequazione si ottiene eliminando le Xj 
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fra l'equasione precedente e le (3) ; epperò è : 



(1) 



A', 



A', 



ti 



ti 



A' 



il 



A',t 
A'„ 
A'„ 



A'„ 

A' 



A' 



A' 



M 



IS 



A'„ 



A', 



43 



34 



44 



l^X\ 1,0/, ì^\ l^x't 

x\ a/, oo'z x\ 



w* 



w* 



^i 



Wi 



tiO/ 1 







x\ 



OS', 









«1 
«♦ 








= 0. 



Le superficie Q* hanno in comune la curra K, che è rappresentata dalle equa- 
zioni che si ottengono ponendo a zero i determinanti contenuti nella matrice 

A 6 C D 

(7) l^OBi IfSB} ItOBi l^x^ 

X, X^ (Bj Xi 

Le superficie Q,' sono tangenti alla superficie limite L', di cui l'equazione è 



(9) 



L' = 



A'„ 


A'„ 


A'„ 


A'„ 


l,x\ 


x\ 


A'., 


A'„ 


A'm 


A'„ 


• 


x\ 


A',. 


•A'„ 


"a'„ 


A',* 


l^z 


(»', 


A'» 


A\. 


A'« 


A'»* 


h^A 


x\ 


t,x', 


W, 


'.a^, 


'X* 








»'. 


x\ 


«', 


af. 









= 



Infatti , questa equazione esprime la condizi,one che deve essere soddisfatta , 
perchè la retta rappresentata dalle ultime due delle equazioni (2) sia tangente alla 
quadrica corrispondente rappresentata dalla prima dello equazioni medesime. 

13. Se il determinante (7) si rappresenta con la scrittura 



J2R'rtW,t/A 
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e se e, , Cf , Cs , c^ sono quattro costanti arbitrarie , in virtù di un noto teorema 
sui determinanti, si ba: 



dove è 



2 S R'ati<«» • S S R'«c,c*- (2 S R',» u, c^)» = L' P , 



l.aj'j 1^', IjO?', liW't 
oj', a/, aj's a'« 



P = 



u. 



«1 









Quindi tenendo presente cbe per la (7) è SS R'^ u^ u* = , la formola pre- 
cedente diventa 



donde 



(10) S2R'«ttA± 





liX\ 


Ux\ 


I.aC. 


^a'* 


)« = L' 


x\ 


05'. 

«1 




JC'» 




Ci 


e. 


1 


e* 


Ux\ 


Ux\ 


'.a?'. 


1,05', 




x; 


a>'x 


«^. 


«'* 





e» 



«1 

e. 



e» 



tt» 

e» 



V-L'=0. 



Questa è dunque l'equazione della superficie Q', corrispondente al piano 

a, ajj + tt,aj, + Mjflc, + «»«» = , 

opperò deve potersi ricavare da quest'ultima, quando in quest'ultima stessa si 
pongono in luogo delle ^, ost a>| Wt i loro valori espressi in funzione delle x\ se, 
off a\. Perciò confrontando i coefficienti delle u, u, u, »« nelle due equazioni e 
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dicendo r un fattore di proporzionalità, si ottengono le formolo 

r a?4 = B u e, + R\, e, + R'„ e, + R'„ e, ± 
r 0?, = R'„ e, + R'„ e, + U'„ e, + B'^ c^ ± 



(IO 



r X, = R'a, e, + R'3, Cj + R'jj e» e, + R',4 C4 f 



[ dt - W e, a?', xU + (I4 - IO e, x\ x'4 + (I4 - J,) C4 x'i a?', ] V- L' 
ra?, = R\,c,H-R\,c, + R\5C5 + R'uC,± 



[ (U - '0 e, a;'» x'3 + (t« - 13) e, X', x'i + (/, - IOc« x\ x'aJ V- L' 

che servono a passare da un punto X' di S' ai due punti corrispondenti X ed 
X di S. 

14. Se nella equazione (7) della Q', corrispondente ad un piano U di S, si 
pongono in luogo delle x'i , x', » x', , x'4 i loro valori dati dalle formolo (3), si ot- 
tiene Tequazione coroplessi?a del piano U e della superficie a questo congiunta. 
D'altra parte se 

è l'equazione della superficie congiunta al piano 

fi, X4 + ttj 0^2 + W3 Xj + 1*4 a?4 = 
anche Tequazione che si ottiene moltiplicando fra loro queste due, ossia 
Vx, A + ^t^Xtft + ti3*»3 fz + VaJ4/; + 

+ U|W4(X,/4 + X4f,) + U,M4(X3/; + X4/;)+W,tt4(«8r4 + aJ4/i) = 

rappresenta l'insieme del piano U e della sua superficie congiunta. L'equazione 
che nasce dall'anzidetta sostituzione ha la stessa forma di quest'ultima. Quindi 
confrontando i coeOicienti delle medesime potenze delle Ug , u^ t Uj , 1X4 si deter- 
minano le funzioni f^ opperò le formolo della trasformazione congiunta. 
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Infine se neirequazione (9) si sostituiscono alle x\ i loro valori dati dalle (3), 
si ottiene un*equazione del 24'' ordine nelle cc^ , la quale è il quadrato delFequa- 
zione della superficie doppia L. 

Parte Seconda. 

15. La trasformazione doppia dello spazio precedentemente studiata dà il 
mezzo non solo di rappresentare sopra un piano doppio la superficie del 4^ ordine 
Q4, ma anche di rappresentare sopra un piano semplice la superficie del 5^ or- 
dine Q's , dotata di una cubica doppia. 

Sebbene la rappresentazione piana di quest'ultima superficie, per la prima 
volta studiata dairillustre Geometra Clebsch C) sia già nota, pure forse non è 
inutile mostrare come essa possa dedursi dalla trasformazione stabilita. 

Sia U il piano di S cui corrisponde in S' la superficie Q'5. Ad un punto qua- 
lunque X di U corrisponde un punto X' di Q', e viceversa ad un punto qualunque 
X' di Q'5 corrisponde un sol punto X di U, perchè in generale il punto congiunto 
X non giace sopra U. La superficie Q'5 è dunque rappresentabile punto per punto 
sopra il piano U cui corrisponde. 

Il piano U incontra la curva fondamentale K in 11 punti che sono t pun(t 
fondamenlali di U. E perchè ad un piano U' di S' corrisponde in S una superficie 
del 4^ ordine che passa semplicemente per la curva K » si ha : 

I. a Le sezioni piane di Q'5 hanno per imngini sopra il piano U, le curve 
« del 4^ ordine che passano semplicemente per gli il punti fondamentali ». 

Da quanto è stato dimostrato in principio del n^ 10 si raccoglie : 

II. e La cubica gobba doppia D' di Q', ha per imagine sopra il piano U, 
« la curva del 7^ ordine D, luogo delle coppie di punti congiunti distinti di U, 
e dotata di un punto doppio in ciascun punto fondamentale ». 

I due sistemi di piani S, e S3 generano un complesso del 2^ grado; opperò 
i raggi di questo complesso situati sopra il piano U inviluppano una conica. Questi 
raggi sono le rette che uniscono fra loro i punti congiunti della curva D, e quindi: 

III. « Le rette che uniscono fra loro i punti congiunti della curva D in- 
« viluppano una conica v. 

II piano U incontra la superficie doppia L secondo una curva deirordine 12, 
la quale possiede un punto triplo in ciascuno degli 1 1 punti fondamentali di U e 
passa semplicemente per gli 8 punti d'intersezione dello stesso piano U con le 
4 coniche by (8). Quindi la curva D, deirordine 7 » per la quale quegli 11 punti 



(*) Clebsch: Ueber die Abbildung algebraiécher Flachen , iosbesondere der 
vierten and fiiften Ordnung — Mathematische Annalen-Erster Band. Seite 253. 
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sono doppi e questi 8 sono semplici, taglia la curva anzidetta in 12.7— 11.2.3-8-10 
punti» eppcrò (*). 

IV. a La curva doppia D' di Q'^ possiede 10 punti cuspidali d. 

Il teorema I del n"" 7 dà : 

Y. a La superficie Q'^ possiede 1 1 rette che sono rappresentate dagli 1 i 
a punti fondamentali dei piano U ». 

Cosi il teorema I del n"" 4 : 

VI. « Le rette del piano U sono le imagini di curve del 4^ ordine e della 
K 2* specie della superficie Q'j ». 

In modo analogo sarebbe facils ritrovare le altre proprietà già note della su- 
perficie Q', ; ma perchè lo scopo di questa memoria è di studiare la superficie 
Q4 e non la Q'3 , basterà limitarsi a quelle ottenute. 

16. Sia U' il piano di S' cui corrisponde in S la superficie Q4. 

Ad un punto qualunque X' di U' corrispondono due punti congiunti X ed x 
di Q4 , e viceversa ad un punto qualunque X (od x) di Q^ corrisponde un sol 
punto X' di U'. La superficie Q4 è dunque rappresentabile sopra un piano doppio, 
che è appunto il piano U' di S' al quale essa corrisponde in S. 

Il piano U' incontra la superficie limite L' secondo una curva, T, del 6^ or 
dine (curva limite del piano U'), e la superficie Q4 incontra la superficie doppia 
L secondo una curva, l, delFordine 4.12 — 11.3 = 15 (3 , IV e 8 , II) fuori della 
curva K. Ora è evidente che ad ogni punto della curva V corrispondono sulla su- 
perficie Q4 due punti congiunti infinitamente vicini riuniti in un punto della curva 
l. Quindi volendo seguire le denominazioni già in uso nella teoria delle trasfor- 
mazioni piane doppie , si dovrebbe dire che l è la curva doppia della superficie 
Q4. Ma ciò potrebbe condurre in equivoci» opperò sarà bene distinguerla col nome 
di curva delle coincidenze. Dunque : 

I. a La curva limite del piano U' è una curva generale del 6^ ordine. Essa 
ff è rimagine della curva delle coincidenze della superficie Q4 , la quale è dell'or- 
« dine 15 ». 

Le curve l ed V sono del medesimo genere 10. 

Poiché ai piani di S corrispondono in S' superficie del 5^ ordine Q'5 , dotate 
di una cubica gobba doppia e tangenti alla superficie limite L' lungo una curva 
del 15* ordine (4 , Il e 7 , VII) , si ha : 

II. « Le sezioni piane di Q4 hanno per imagini sopra il piano U' curve del 
a 5^ ordine, q'^j dotato di tre punti doppi e tangenti in 15 punti alla curva 
ff limite r ». 

I 15 punti di contatto di una curva 9', con la curva V corrispondono ai 15 



(*) De Paolis: 1. e. n. 20. 
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punti d^incontro della curva I con la sezione piana di Q4 di cui q'^ ò Tiinagine. 
Ora di questi ultimi 15 punti uno è determinato dagli altri 14 (*) epperò accade 
altrettanto per i primi. É in questa maniera che ogni curva q\ sodisfa soltanto 
a 14 + 3 = 17 condizioni, epperò tutte le curve analoghe formano un sistema tri- 
plamente infinito. Quindi come ad ogni sezione piana di Q4 corrisponde una curva 
g's» cosi ad ogni curva .7', corrisponde una sezione piana di Q4. 

Le sezioni piane di Q4 e le loro imagini q\ sono curve che si corrispondono 
punto per punto , e quindi debbono essere dello stesso genere. E cosi accade 
realmente, perchè quelle sono curve generali del 4® ordine e queste sono curve 
del S® ordine, dotate di tre punti doppi. 

Due curve q'^ s'intersecano in 2S punti tutti variabili. A 4 di questi punti 
corrispondono sulla superficie Q4 i 4 punti comuni alle due sezioni piane di questa 
superficie corrispondenti a quelle due curve q\ ; a ciascuno dei rimanenti 21 cor- 
rispondono due punti congiunti , di cui uno giace sopra una delle due anzidette 
sezioni piane di Q4 e Taltro sull'altra. Una di queste due sezioni incontra dunque 
la curva congiunta all'altra in 21 punti; epperò: 

IlL « Ad ogni sezione piana di Q4 è congiunta una curva dell'ordine 21 ». 

Questa curva è l'intersezione, fuori di R. della superficie Q4 con la superficie . 
congiunta ad un piano. E poiché questa superficie è dell'ordine 19 e per essa la 
curva K è multipla secondo S (9 , I e li), si ritrova che la curva di Q4 congiunta 
ad una sezione piana è dell'ordine 19.4 - 1 1.5 = 21. 

Inoltre si ha evidentemente. 

IV. « Le curve congiunte a due sezioni piane di Q4 s'incontrano in soli i 
e punti variabili, congiunti ai 4 punti comuni a queste due sezioni ». 

17. Dal teorema I del numero 3 segue subito: 

I. « Sopra la superficie Q4 esiste un numero doppiamente infinito di curve 
(c C^ del S^ ordine e della 1* specie. Due qualsivogliano di esse s'incontrano in 
a 2 soli punti congiunti. Le loro imagini sono le rette del piano rappresentativo •. 



(*) £ noto che fra ì punti d' intersezione di una data curva dell' ordine n con 
una curva dell'ordine m (m < ti - 2) soggetta a passare per d punti eccezionali della 
prima senza che essa abbia ivi punti multipli, il numero d^i punti determinati dagli 

altri ò mn- -fn(m + 3} - d. Ora i 15 punti d'incontro di una sezione piana di Q^ 

curva del 4® ordine, con la curva Z, sono i punti variabili in cui esse taglia la cor- 
rispondente sezione piana della superficie doppia L , la quale sezione è una curva 
dell'ordine 12 che possiede 11 punti tripli, per i quali la prima curva passa sempli- 
cemente. Quindi ponendo n = 12 , ni = 4.i2 = 11.3, si trova che il numero dei punti 
richiesti è 1. 
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Inoltre (•) : 
ir. a Sopra la superficie Q4 esiste una serie semplicemente infinita di curve 
a del 5^ ordine dotate dì un punto doppio , situato sopra la curva delle coinci- 
ff denze I. Le imagini di queste curve sono le tangenti della curva limite V ». 

Perchè la I è una curva generale del 6"* ordine, possiede ^ 6(6-2)(6*-9)=3*24 

tangenti doppie e 3.6 (6 -2) = 12 tangenti di flesso. Quindi (••) : 

III. e Sopra la superficie Q4 esistono 324 curve del S"" ordine dotate di 2 
a punti doppi e 12 curve del 5^ ordine dotate di un punto di regresso. Le loro 
a imagini sono rispettivamente le tangenti doppie e le tangenti di flesso della 
a curva limite V m. 

18. Dal teorema II del numero 10 segue: 

I. a Le curve di Q4 dell' 8® ordine, intersezioni di Q4 con quadriche qual- 
sivogliano, hanno per imagini sul piano rappresentativo curve del 10^ ordine 
« dotate di 27 punti doppi e tangenti in 30 punti alla curva limite V ».. 
E dal teorema III dello stesso numero : 

lì. « La cubica gobba della superficie Q4 ha per imagine una curva deirS^ 
« ordine, dotata di 21 punti doppi e tangente in 24 punti alla curva limite V ». 
Questa curva insieme ad una retta qualunque del piano rappresentativo, con- 
tata due volte, forma un luogo del 10®. ordine, imagine della completa interse- 
zione di Q4 con una quadrica qualunque che passi per la cubica gobba della stessa 
superficie Q4. Essa viene incontrata da una retta qualsiasi in 8 punti ; epperò : 

III. a Ogni curva C5 di Q4 si appoggia in 8 punti alla cubica gobba ». 
LMmagine della cubica gobba viene incontrata da una curva qualunque q\ in 
8.S = 40 punti, 3 dei quali corrispondono ai punti dMncontro della cubica gobba 
con la sezione piana di Q4 di cui q\ è Timagine. A ciascuno dei 37 punti rima- 
nenti corrispondono altrettante coppie di punti congiunti tali, che dei due punti 
di una medesima coppia uno giace sulla cubica gobba e Taltro sulF anzidetta se- 
zione piana di Q4. Quindi t 

lY. e Alla cubica gobba di Q4 è congiunta una curva deirordine 37 ». 
La cubica gobba della superficie Q4 incontra un* altra superficie qualsivoglia 
Q4 in 3.4 = 12 punti, di cui soltanto 8 sono variabili, perchè 1* imagine della cu- 
bica gobba essendo deir8^ ordine incontra in 8 punti il piano U' di S' corrispon- 
deate a quest'ultima superficie Q4. Dunque i rimanenti 12 — 8 = 4 punti d'inter- 
sezione cadono sulla curva fondamentale R ; epperò : 

Y. a La cubica gobba di Q4 si appoggia in 4 punti alla curva fondamen- 
a tale K 9. 



(♦) De Paolis 1. e. n. 4, IV. 
(•) De Paolis 1, e. n. 4, IV e V. 
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19. Da] teorema IV. del numero 10 segue: 

I. a Le curve del 12° ordine di Q4 , intersezioni di Q4 con superflcie qua!- 
« sivogliano del 3° ordine, hanno per imagini sopra il piano rappresentativo curve 
(( del IS"" ordine, dotate di 72 punti doppi e tangenti in 45 punti alla curva 
« limite V ». 

E dal teorema Y dello stesso numero : 

II. (( La curva C, del V ordine di Q^ generata dalla stessa rete di qua- 
(i driche e da una delle due stelle di piani che generano la superficie Q4, ha per 
tt imagine una curva del 13^ ordine dotata di 61 punti doppi e tangente in 39 
« punti alla curva limite V ». 

Questa curva insieme ad una retta qualunque del piano rappresentativo, con- 
tata due Yolte, forma un luogo del 15" ordine, imagine della completa interse- 
zione di Q4 con una qualunque superflcie del 3^ ordine che passi per la curva 
Cf. Essa viene incontrata da una retta qualsiasi in 13 punti ; opperò : 

III. a Ogni curva Cg di Q4 si appoggia in 13 punti alla curva C, ». 

La curva C, risulta adunque come ulteriore intersezione della superficie Q4 
con una superflcie del 3^ ordine che passi per una curva C5. Quindi sulla super- 
flcie Q4 non esiste una sola curva C4 , ma un sistema cinque volte infinito di 
curve C,. 

Come i teoremi IV e V del numero precedente, cosi si dimostrano i due che 
seguono. 

IV. a Ad una curva C, è congiunta una curva dell* ordine 58 ». 

V. ff Ogni curva C, si appoggia in 15 punti alia curva fondamentale K s. 
Le due curve del piano rappresentativo, imagini di due curve C/ e G," hanno 

in comune i punti, a ciascuno dei quali corrisponde sopra Q4 un punto comune 
a Cf' e a C," , e i punti a ciascuno dei quali corrispondono sopra Q4 due punti 
congiunti tali, che uno di essi giace su C/ e Taltro su C,". Non è difficile deter- 
minare il numero di queste coppie di punti. A tale oggetto si osservi che la curva 
0/ ed una curva qualunque C3 sono situate sopra una medesima superficie del 
3** ordine F» ; alla quale è congiunta una superficie /i deirordine 57, che possiede 
K come una curva multipla secondo 15. Questa superficie viene quindi incontrata 
dalla curva C/' in 57.7 - 15.15 = 174 punti, di cui 13 cadono sulla curva C, (111). 
Cosi restano 161 punti, a ciascuno dei quali , come appartenente a C/', è con- 
giunto un punto della curva congiunta a C/' , e , come appartenente ad /, è con- 
giunto un punto di F,. Questo punto giace al pari di C," sulla superficie Q4 e 
poiché deve ancora trovarsi sopra F3, è necessariamente situato sulla comune 
intersezione di (queste due superficie, epperò sopra la curva C/, perchè la C"^ 
non può appoggiarsi a C5 in più di 13 punti. Il numero delle coppie di punti ri- 
chiesto è dunque 161. Ora le imagini delle due curve C, e C," , essendo curve 
del 13^ ordine, s'intersecano in 13^= 169 punti tutti variabili, dei quali 161 cor- 
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rispondono alle 161 coppie di punti anzidette. I rimanenti 169 — 161 = 8 punti 
corrispondono ai punti comuni alle due curve C\ e C/. Dunque : 

VI. « Due curve C,, e cosi le loro curve congiunte, hanno 8 punti comuni ». 

Seguendo lo stesso metodo sin qui tenuto non sarebbe difricile trovare altre 
proprietà della superficie Q^, ma, per mancanza di tempo, (*) debbo limitarmi 
alle poche esposte. 



(*) Qaesta Memoria fa scritta per essere presentata insieme agli altri lavori : 
Sulle trasformazioni multiple involatone di dae spazi , 
Sai connessi ternari di 2® ordine e di 2\ classe in involuzione doppia , 
Salle trasformazioni multiple associate ad ogni trasformazione piana birazionale , 
Sui complessi associati ad ogni trasformazione birazionale dello spazio , al Con- 
corso a premi fra gli insegnanti delle Scuole secondarie, aperto dal Ministero della 
Pubblica Istruzione, Concorso che chiudevasi il 30 Aprile 1888. Ad essa e ai lavori 
citati venne assegnato dalla B. Accademia dei Linaei ano dei premi saddetti. 



VOL 1X1%. 'h) 



Digitized by 



Google 



){ 154 )( 

SULLE TRASFORMAZIONI MULTIPLE 

ASSOCIATE 
AD OGNI TRASFORMAZIONE PIANA BIRAZIONALE 

NOTA 

DEL 

Prof. MARINO PANNELLI. 



Il Chiarissimo Prof. 6. Jung ha studiato in due interessanti Note (*) tre 
trasformazioni multiple associate ad ogni trasformazione piana birazionale. Qui si 
dimostra che Tultìma di queste tre trasrormazioni può essere dedotta da una tra- 
srormazione affatto analoga alle prime due, e che oltre essa se ne hanno ancora 
altre delia medesima specie, di numero finito od infinito secondo che accada oppur 
no che applicando più volto di seguito la stessa trasformazione birazionale si ri- 
torni alla figura primitiva. 

1. Siano P e Q due piani coincidenti, fra i punti dei quali abbia luogo una 
corrispondenza birazionale dcirordine n ; w^"^*^ gli f punti fondamentali r< — pli 
di P e 1?/*) quelli, Sy-pli di Q. 

Fra i punti degli stessi due piani si può stabilire una nuova corrispondenza 
birazionale cCindice ly deducendo un punto dall'altro con Tapplicare ( volte di 
seguito la trasformazione data. 

Se si conviene di rappresentare l'ente geometrico del piano Q, o P, che nella 
trasformazione fondamentale corrisponde ad un ente geometrico dato nel piano 



(*) (( Di due trasformazioni maltiple associate a ogni trasformazione birazionale »- 
Bendiconti della B. Accademia dei Lincei — Seduta del 5 Dicembre 1886. 

« Di una terza trasformazione di genere p e di grado p + l associata ad ogni 
a trasformazione piana birazionale » - Bendiconti del B. Istituto Lombardo - Serie II, 
Voi. XIX , fase. XVIII. 



Digitized by 



Google 



){ ISS )( 

P, Q, con la stessa lettera che indica quest'ultimo e con lo stesso apice au-' 
mentato, o diminuito, d'una unità, si ha : 

a) Ad un punto A'°^ di P , o B^®) di *Q , corrispondono successivamente i 
punti 

A(t) , A^'-> , AW , ... AC-') , AC> , B-(*) , B-(*) , B-C') , ... B'^'-O , B'^), 

ciascuno dei quali ìi il punto di Q, o di P, che corrisponde a quello che imme- 
diatamente lo precede considerato come appartenente a P, o a Q , e quindi A^^ 
B"('^ è il punto di Q, di P, corrispondente ad k^^K o a B^"), nella trasfor- 
mazione di indice l. 

b) Ad una curva fondamentale v/^^ di P, o u^^^> di Q, dell'ordine Sy , o i\, 
corrisponde in Q, o in P, un punto fondamentale v/^\ o tt^"^*', e a questo cor- 
rispondono successivamente i punti 

v/^^ , v/3) , . . t?/'-') , t?/'> , ur^*> , u/*) , ... «r^'' *^ . wr^'^ . 

ciascuno dei quali è il punto di Q , o di P , che corrisponde a quello che imme- 
diatamente lo precede considerato come appartenente a P, o a Q, e quindi v^^^, 
o i*i"^'\ è il punto di Q, o di P, corrispondente alla curva v^^^\ o it<^^), nella 
trasformazione d'indice L 

e) Ad una retta S^**) di P, o T^^*) di Q, corrisponde in Q, o in P, una curva 
S^*\ T~(*\ deirordinc n, e a questa corrispon lono successivamente le curve 

S(*),S^«), ..S<'-^^SC^ T-(^M-^8),... T-t'-»),!-^'), 

ciascuna delle quali è la curva di Q , o di P , che corrisponde a quella che im- 
mediatamente la precede considerata come appartenente a P , o a Q , e quindi 
S(0 ^ T'C^ , e la curva di Q, o di P, che corrisponde alla retta S^°) , o T^**) , 
nella trasformazione d'indice L 

L'ordine N^ della curva S'^^ è dato dal numero dei punti d'incontro variabili 
della curva S^"') , d'ordine N/_, , con la curva T""^') d'ordine ?i, epperò ò ?<N/_,, 
perchè le due curve non possono avere punti fissi comuni. 

Sì ha dunque 

e analogamente 
Inoltre ò 
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Ora dalle relazioni precedenti segue subito 

e quindi 

Dunque la curva S^'^ è dell' ordine n'. 

Ad una retta di Q che passi per un punto fondamentale t?/^ corrisponde in 
P una curva dell'ordine n — s^-, la quale incontra la curva S^'~*^ d'ordine n'"*, 
in (n'-s^)n^'* = n^ -n^-*sj punti tutti variabili, opperò il punto v/*^ è multiplo 
secondo Ti'~*Sy per la curva 8^^K 

Se la curva S^'^ possiede un punto multiplo fuori dei punti fondamentali di 
P, la curva S^'^ possiede un punto egualmente multiplo nel punto corrispondente 
in Q. Ma per il risultato ora ottenuto» la curva S('~*^ possiede un punto multiplo 
secondo n'~*Sy nel punto v/*\ che non è foniiamentale per P, dunque la curva 
S^'^ possiede un punto multiplo secondo n^'^Sj nel punto t?/*^— Di qui segue che 
la curva S<'""*) possiede in t?/*^ un punto multiplo secondo n^'^Sj, e quindi che 
la curva S^'^ possiede un punto multiplo secondo ?i'"'Sy nel punto i?/»^ - etc. 

Dunque : 

I. « Ogni curva S^'^ è dell'ordine 71' e possiede ì punti 

a come punti multipli seconlo i numeri 

« rispettivamente ». 

In modo analogo si trova : 
li. « Ogni curva T"^') è dell'ordine n* e possiede i punti 

« come punti multipli secondo i numeri 

« rispettivamente ». 

d) I Al punto t?/*) di Q. n<""^*> di P, corrisponde in P, in Q, la curva 
v/'*^ t*/®\ e a questa corrispondono successivamente le curve 
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degli ordini 

7is,- , n*s,- , . . . n'"*8j , nr< , n^ri , . . . u'"*r^ , 

rispettivamente, e quindi al punto t?/'^ di Q, o up'*^ di P , corrisponde in P , o 
in Q, la curva Vy^''"'^ o u/'"*^ , nella trasformazione d'indice l. 
Infine, si dimostra come per la trasformazione fondamentale : 

III. (( In ogni trasformazione birazionale d'indice l, vi sono 

ff punti uniti ». 

Questo teorema si può enunciare <inche cosi : 

IV. « In ogni trasformazione birazionale d'ordine 7i , vi sono 

tt punti, ciascuno dei quali ritorna in sé stesso dopo t successive trasformazioni 
(( al più ». 

Qualunque sia l fra questi punti si trovano sempre gli n + 2 punti uniti della 
trasformazione birazionale fondamentale. 

Inoltre se r è un divisore qualunque di {, fra gli stessi punti si trovano an- 
Cora tutti quelli costituenti i cicli di grado r (*). Partendo da un punto qualsiasi 
di un ciclo si ritorna, dopo una trasformazione d'indice r, al punto stesso, pas- 
sando per gli altri punti del ciclo medesimo , qualunque sia il piano cui quel 
punto si supponga appartenere. 

2. Ad un punto qualunque A^^^ di P corrisponde in Q il punto A^^, e quindi 
la retta K^A^^^A^^. Tutte le rette analoghe ad R generano un sistema rigato p. 
Ad ogni retta B di questo sistema p corrisponde in P un gruppo di n' punti A^^^ 
intersezioni di R, considerata come appartenente a Q, con la curva T'^') che le 
corrisponde in P. 

Cosi la trasformazione birazionale d'indice t dà origine ad una trasformazione 
multipla reciproca fra il piano rigato p e il piano punteggiato P affatto analoga 
a quella che nasce dalla trasformazione birazionale fondamentale. Quindi per quella 
sussistono tutte le proprietà che il Sig. Jung ha dimostrato per questa nella 



(*) Il numero di questi cicli fu calcolato dal Cantor nelle Memorie : « Wie viele 
cyclische Gruppen gibt es in einer quadratischen Transformation der Ebene ?» e 
a Beantwortung derselben Frage fOr Cremona'sche Transformation » — Annali di Ma- 
tematica pura ed applicata diretti dal Prof. F. Brio sebi. Serie II.— Tomo X-I880.— 
In queste stesse Memorie sono contenuti i teoremi precedenti. 
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prima delle sue Note sopra ricordate. In particolare adunque essa è del ^rado 
n', deirordinc n'+l e del genere n'-l. 

3. Se si passa dal piano P aT piano Q mediante una trasformazione bira.zio- 
nale dì indice m(m<0, il piano multiplo p resta inalterato e al piano semplice 
P si sostituisce il piano Q, che ora, a scanso di equìvoci, sì dirà Q^^. In tal modo 
si ottiene una trasrorm.iziono multipla reciproca fra il piano p e il piano Q^, la 
quale, come la precedente, è del ^rado jì', e del genere n^ — I. 

A questa stessa trasformazione si può ancora pervenire in altro modo. Al 
punto A'®^ di P corrisponde in p la retta R=:A^"^A^''. Dopo la trasformazione in- 
dicata, questa retta II corrisjjonde al punto A "*^ di Q,„. Ora al punto A^'"^ di Q„ , 
consi Icrato come appartenente a Q , corrisponde in P . dopo una trasformazione 
d'indice m, il punto \^^\ e, considerato come appartenente a P, corrisponde in 
Q , dopo una trasformazione d'indice ( — m, il {)unto A''^ Si può dunque dire che 
al punto A^"') di Q,^ corrisponde in p la retta R che unisce ì due punti di P e 
di Q corrispondenti ad A'"*\ in due trasformazioni degli indici m e L — m rispet- 
tivamente , considerato come elemento di Q o di P. Viceversa . ad ogni retta lì 
di p corrisponde in Q^ un K^'uppo di u' punti A^'"\ intersezioni delle due curve 
di Q e dì P corrispondenti alla retta \l , in due trasformazioni degli indici m e 
i-m rispettivamente, considerata come elemento di P o di Q. Infatti, alla rotta 
R di p corrisponde in P il gruppo di n' punti A^^^ intersrzioni di R con la curva 
corrispondente T"^''; e quindi corrisponde in Q^ il gruppo di punti, intersezione 
delle due curve che nella trasformazione d'indice m corrispondono alla rotta R 
e alla curva T~^'\ considerate come appartenenti a P. Ora alla retta W corrisponde 
in Q^ una curva S^*> delTordine n"* (1,1) e alla curva 1"^'^ corrisponde una curva 
X-i'-*») deirordine n'"*, la quale poi è la curva che in P corrisponde alla retta 
R, consideiata come appartenente a Q, nella trasformazione d'indice l—m (l.Il). 

Le proprietà di questa nuova trasformazione multipla fra il piano p e il piano 
Q^ si dedurranno dunque da quelle note della trasformazione accennata nel n* ?, 
operando sopra il piano P una trasformazione d'indice vi: 

Così in particolare si potrebbe avere la curva che in Q^ corrisjponde ad un 
punto di p. Ma essa si può avere più facilmente osservando che è generata da 
due fasci proiettivi di curve S^"*> e T'"^'""*\ In tal modo si ottiene subito : 

I. R Ad un punto del piano multiplo p corris.)onde nel piano semplice Q^ 
a una curva dell'ordine n" 4- n'"*, che passa semplicemente per gli h'+2 punti 
R uniti e che possiedo i punti 

i( come punti multipli secondo i numeri 

n*'* Sj .n^'^Sj , n*~^s^ , ... s, e n'"*~* r^ , n^'^'^r^ , n^'^^^Ti , ... r, 
1 rispettivamente », 
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Gli n' + 2 punti uniti della trasformazione birazionale dMnilice l sono fonda, 
mentcìli sennplici per il piano P , e a ciascuno di essi corrisponde in p il fascio 
di raggi che ha il centro nel punto stesso (n® 2 e Jung: T Nota, li). 

Ciascuno di questi fasci resta fondamentale semplice per p anche quando dal 
piano P si passa al piano Q^ , perchè al suo centro corrisponde in Q^, un punto 
(punto fondamentale semplice di Q^J , il quale poi è uno dogli stessi 7i'+2 
punti uniti. 

Infatti a ciascuno degli n + 2 punti uniti della trasformazione birazionale fon- 
damentale corrisponde se stesso, qualunque sìa il piano cui appartiene. Quindi è 
fondamentale semplice per Q^, e gli corrisponde in p il fascio di raggi che ha il 
centro in esso. 

Ad un punto qualunque di un ciclo di grado r corrisponde un punto deter- 
minato pel ciclo medesimo, punto che può essere quello stesso da cui si parte. 
Quindi è fondamentale semplice per Q„ e gli corrisponde in p il fascio di raggi 
che ha il centro nel punto anzidetto. 

I punti u,"*^*^ ,'M^"^*) , t/,'('>, ... ,uf^^^ sono fondamentali secondo determ nati 
gradi ^i multiplìcità per il piano P , e a ciascuno corrisponde in p il fascio di 
raggi che ha il centro nel punto stesso (n® 2 e Jung: !■ Nota, II). 

Anche ciascuno di questi fasci resta fondamentale per p , quando dal piano 
P si passa al piano Q^ , se Jil suo centro corrisponde in Q^ ancora un punto. 
Ora è facile vedere che ai soli centri 

corrispondono in Q^ ancora punti e precisamente 

ai quali poi considerati come appartenenti a P corrispondono in Q , in una tra- 
sformazione d'indice J — m, le curve 



^_..^/.«-i) ^ ^^^-(i-m-,) ^ i,^-(/-«-s) ^ _ . ^ ^^(0) 



degli ordini 



^i-m-i ^^.^ u/-«-t ^^ ^ n'"*"*"' r| 



rispettivamente. 

Inflne fra i punti 



v/*^ . t?/*) , t?/») , . . . «; 



xh 



sono fondamentali per il piano Q^i solamente quelli , ai quali , considerati come 
appartenenti a Q , corrispondono in P , in una trasformazione d'indice m, curve, 
mentre^ considerati come appartenenti a P, corrispondono in Q , in una trasfor- 
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inazione d'indice I-m, punti. Ora ò facile vedere clie silTatti punti sono solamente 

e che a questi corrispondono in P le curve 



V 



-(*"-«) . «.-(«-«) . nri'^-i) 



, i?,.-(«-«) , t?y"<«-*) , . . . r/«) 



degli ordini 



n*""* Sy , n"*"* 8j , n""' s,- , . . . «y 



rispettivamente, e in Q , i punti 

Dunque : 

IL « Le linee (inviluppi) fondamentali del piano multiplo sono : gli nf'^' 
« fasci (semplici) che hanno i centri nei punti uniti e che corrispondono in moiio 
(( determinato a questi stessi punti ; i fasci, multipli secondo i numeri , 

a che hanno i centri nei punti 
ff e che corrispondono ai punti 

uf^'^ , ur^*^ , ur^^) , . . . tir^'"**^ 

a rispettivamente ; infine i fasci, multipli secondo i numeri 
(c che hanno i centri nei punti 

(( e che corrispondono ai punti 
tt rispettivamente s. 
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Dal teorema I di questo numero segue : 

III. a Ad una retta del piano semplice Q,^ corrisponde nel piano multiplo 
« p un inviluppo della classe n'^ + n'""* ». 

Questa curva ò l'inviluppo delle rette che uniscono ì punti corrispondenti 
delle due curve T"^"*^ ed S^'""*^ che in P ed in Q corrispondono alla retta data, 
in due trasformazioni degli indici mei- m rispettivamente , considerata come 
elemento di Q o di P. 

Infine (n* 2 e Jung: l* Nota, II) : 

IV. a Nel piano multiplo non esistono rette fondamentali s. 

Cosi sono state determinate le proprietà principali della trasformazione mul- 
tipla reciproca del grado n^ del genere n'— I e delT ordine n^ + n^'^ fra il 
piano rigato p e il piano punteggiato Q,„ ; e da esse, volendo, sarebbe facile de- 
durre lo studio delle curve singolari della trasformazione medesima e quello della 
trasformazione congiunta. 

4. Poiché il numero m può variare da sino ad {, come piano semplice può 
scegliersi uno qualunque degli L±\ piani P , Qf , Q2 < Qs i - • . Q/i sopra ciascuno 
dei quali si ha un determinato sistema di curve C^ corrispondenti ai punti del 
piano multiplo p ; e da quanto precede facilmente si deduce: 

I. « I due sistemi di curve C,„ e C/_„ dei piani Q^ e Q/_^ sono del me- 
te desimo ordine e le loro basi sono composte dello stesso numero di punti fon- 
(i damentali aventi rispettivamente i medesimi gradi di multiplicità ». 

IL a Se è £= 29, il sistema delle curve C^ del piano Q^, è dell'ordine 
a ìn^ e fra tutti gii 1+ ì sistemi è quello del più piccolo ordine ». 

III. « Se è i = Sq + 1 il sistema delle curve C^ del piano Q^ , e perciò 
quello delle curve 0^+, del piano Q^+i , è delFordinc n^{n-\- 1), e fra tutti gli 
(( 1+ 1 sistemi è quello del più piccolo ordine ». 

Se si pone i = 2 e m = l , dai risultati precedenti si ricavano quelli ottenuti 
dal Sig. Jung nella seconda delle sue Note ricordale in principio. 

5. Esempi: ì"" 71 = 1. Qualunque sia l, la trasformazione reciproca associata 
alla trasformazione omografica, è una trasformazione quadratica birazlonale, per 
la quale gli elementi fondamentali sono rispettivamente i punti uniti e le rette 
unite delia coUineazione (Jung: 1* Nota, 1^ esempio; ^*' Nota, n'* 10). Si noti 
che in questo caso la trasformazione associata alla data, non ò multipla, ma bi- 
razionale , e che per questo anche sul piano rigato si hanno rette fondamentali 
(Cfr. n' 3 IV). 

2^ n = 2 a) t = l. Alla trasformazione birazionale d'indice 1, è associata 
una trasformazione doppia di genere 1. 

m = 0, m=i. Le curve Cq di P, Ci di Q, , sono del 3"" ordine ed 
hanno come foniamcntali 1 punti semplici (Jung, l* Nota, 2^* esempio). 

VOL. 7XIX. 21 
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b) { = 2. Alla trasformazione birazionale d* indice 2 è associata una trasfor- 
mazione del grado 4 e del genere 3. 

m = 0, m = 2. Le curve C^ di P , o C, di Q^, sono del 5* ordine ed 
hanno come fondamentali 3 punti doppi e 9 punti semplici. 

m = l. Le curve C, di Q^ sono del 4" ordine ed hanno come fondamentali 
12 punti semplici (Jung. 2* Nota n® il). 

e) 1 = 3. Alla trasformazione birazionale dMndice 3 è associata una trasfor 
mazione del grado 8 e del genero T. 

m = 0, m = 3. Le curve Cq di P , o Cj di Q, , sono deir ordine 9 ed 
hanno come fondamentali 3 punti quadrupli, 3 punti doppi e 13 punti semplici. 

m = I , m = 2. Le curve C| di Q, , o C, di Qj , sono del 6* ordine ed 
hanno come fondamcntah 3 punti doppi e 16 punti semplici. Etc. 

3^ n = 3 a) {=1. Alla trasformazione birazionale d'indice 1 è associata 
una trasformazione tripla di genere 2. 

m = 0, m=l. Le curve Co di P , o C, di Q, , sono del 4® ordine ed 
hanno come fondamentali un punto doppio e 9 punti semplici (Jung 1' Nota, 
3"* esempio). 

b) £=:2. Alla trasformazione birazionale d* indice 2 è associata una trasfor- 
mazione del grado 9 e del genere 8. 

m = 0, m = 2. Le curve Co di P, o Cf di Q,, sono del 10* ordine ed 
hanno come fondamentali un punto sestuplo , 4 punti tripli , un punto doppio e 
1S punti semplici. 

m= 1. Le curve C, di Q, sono del 6® ordine eù hanno come fondamentali 
2 punti doppi e 19 punti semplici (Jung. 2* Nota, n® 12). 

e) { = 3. Alla trasformazione birazionale d'indice 3 è associata una trasfor 
mazione del grado 27 e del genere 26. 

7?i = 0, m = 3. Le curve Co di P, o C, di Q, , sono delfordine 28 ed 
hanno come fondamentali un punto 18~plo, 4 punti 9-pli, un punto 6'plo , 
4 punti tripli, un punto doppio e 33 punti semplici. 

m= 1 , m = 2. Le curve C| di Qn o C^ di Q^, sono dell* ordine 12 ed 
hanno come fondamentali un punto sestuplo . 4 punti tripli , 2 punti doppi , e 
31 punti semplici, 
etc. 

Teramo , Marzo 1888. 
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SULLA CORRISPONDENZA TRA DUE IPERSPAZII 



PER 



F. G I U D I C E. 



1. Riemann in una memoria sulle ipotesi fondamentali della Geometria (*) 
pone le basi della teoria degli iperspazii {mehrfack ausgedehnler Gròssen) : defl- 
nisce prima lo spazio ad una dimensione il quale è caratterizzato dalla possibilità 
del movimento d*un punto in due soli sensi: poi defluisce lo spazio di n dimen- 
sioni come insieme d'una dimensione di spazii di n~ 1 dimensioni. Dietro consi* 
derazioni, giunge a stabilire che la determinazione d*un punto d*uno spazio di n 
dimensioni è riducibile a quella di n variabili ; ma le considerazioni sue, non es- 
sendo esenti d'eccezione come egli stesso osserva, non sono del tutto convìncenti. 
Si ottiene maggior chiarezza e precisione defluendo lo spazio di n dimensioni 
come tolalilà degli end geomelrici^ quando esislono, corrispondenli alla totalità 
dei valori particolari aitribuiU ad n parametri o coordinate ovvero (se si vo- 
gliano formule omogenee) agli n rapporti fra n + 1 coordinate (*•). Per proce- 
dere colla massima sicurezza e generalità può esser utile concepire in modo affatto 
analitico T iperspazio senza preoccuparsi della rappresentazione geometrica ch'esso 
può avere con una conveniente corrispondenza come già fecero illustri matema- 
tici , p. e. Cantor e Beltrami. Cosi faremo nel presente breve lavoro nel quale 
dimostreremo in generale T impossibilità della corrispondenza continua tra due 
spazii d'un diverso numero di dimensioni precisamente con gli stessi ragionamenti 
semplici che furono adoperati per il caso di spazii aventi non più di due dimen- 
sioni (•••). 



(*) Oesammelte Mathemaiische Werke : Leipzig 1876 ; pag. 254-68. 

(**) L, Cremona. Salla corrispondenza fra la teoria dei sistemi di rette e la 
teoria delle superficie : Acc. dei Lincei, 6 Giugno 1875. 

(••«) E. Netto. Beitrag zar Mannigfaltigkeitslehre : Crelle's Journal; 86 
Band , 1879. 

G. Loria. La definizione di spazio ad n dimensioni e Tipotesi di continuità 
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2. Dofinizioni. Diremo punto un ente, reale od ideale, il quale facciamo cor- 
rìspondiirc a valori particolari di più variabili : tali particolari valori li diciamo 
coordinate del punto : questo, se non avrà imagìne concreta, consisterà nel sem- 
plice concetto dei particolari valori delle coordinate. Diremo che un insieme di 
punti corrispon lenti ai sistemi di valori di n coordinate , ^^ aSj Xa ... a5,| , è 
continuo per esprimere che, se appartengono airinsieme i due punti 

(flCj Xj - . . XfJ (CC| 0[/2 • • • 35,4 ) 

sia sempre possibile far variare simultaneamente le variabili continue 0,6^03...0„ 
in modo che queste, aventi prima tutte il valor zero, prendano in fine contem- 
poraneamente tutte il valor l e che, essendo 0/ 0^' ... 0„' n valori simultanei qua- 
lunque, il punto 

appartenga sempre air insieme. I punti d'un continuo diconsi anche elementi del 
medesimo. 

Se gli elementi d' un continuo corrispondono ai valori di n coordinate , 
0C| Xj ... aj„ , diremo che l'intorno del punto (x/,»,', ... , a?' J è di n dimensioni 
se si potranno fissare i numeri aritmetici , tutti diversi da zero , e^ e^ . . . 6„ in 
modo che faccia parte del continuo ogni punto 

{x^' 4- X, e, , Xj' + Xj fjj xj + X„ e„) 

dove ogni X;^ possa scegliersi arbitrariamente in almeno uno dei due intervalli 
(-1,0) (0,1); se ogni X,^ sì possa scegliere arbitrariamente in tutto Tintervallo 
(—1 ,1), diremo che quel punto ha un intorno completo di ?i dimensioni. Diremo 
infine spazio di n dimensioni una totalità di elementi corrispondenti univocamente 
a tutti i sistemi di valori di n coordinate : ed una parte continua del medesimo 
la diremo ad n dimensioni se in essa si possa fissare un punto , epperò se ne 
possano ancor fissare infiniti, ad intorno di n dimensioni. 

Quando un continuo, analitico, di n dimansioni ha una rappresentazione con- 
creta in cui ciascun elemento possa andare con moto continuo a coincidere con 
un altro, o tendere indefinitamente ad esso come limite, si dice che essa rappre- 
sentazione è uno spazio di n dimensioni se quando l'elemento analitico variabile, 
sistema delle n coordinate , variando in modo continuo , tende ad un elemento 
analitico fisso, come limite, l'imagine di quello, o sua rappresentazione concreta. 



del nostro spazio secondo le ricerche di Giorgio Cantor : Giornale di Battaglini; 
XXV , 1887 , particolarmente le ultime linee della pag. 104. ■ 



Digitized by 



Google 



K «65 )( 

tende airimagine di questo, come limite. Con S^i , o con scrittura simile, ìndi- 
clicrcmo uno spazio di n dimensioni. 

Dicesi trasformazione di coordinate ogni legge mediante cui si facciano cor- 
rispondere univocamente i sistemi di valori delle variabili ce, x^ ... n quelli delle 
variabili y, j/,... cosicché un punto prima determinato dal sistema di valori a?,'a5./... 
delle antiche coordinate, lo sia poi dal corrispondente sistema di valori j/Zj/^'*" 
delle coordinate nuove. 

Corollario. Se è data una porzione di spazio, 8,^, mediante un*opportuna tra • 
sformazione di coordinate si può ottenere che appartengano ad S,| tutti i punti 
deiripersfera definita da 

^1* + »2* + • • • + a^n* = I 
e quelli interni ad essa, cioè quelli del suo ipersolido definito da 

X,* + a?,* + . . . + a?,^* < 1 . 

3. Se i punti d'un S^ corrispondono univocamente ai valori di n coordinate, 
x^ Xf . . , x^ i ponendo 

a?i = AW- • .^» = /»(0) 

e facendo variare in modo continuo si ottengono i punti d*una linea di S„. Se 
le /^(6) sono polinomi! indipendenti, almeno del grado fc in 0, si può far passare 
la linea per A;+ I punti designati 

(x/ , a?,' , . . . , X,') . . . (x,(*+») , x,<*+*) , • . . x/+*0 

determinando i coefficienti delle ^^(9) in modo che siano soddisfatte le 

a5x' = /x(«') 



dove 0' 6" . . . 0^*"*"*) sono & + 1 valori diversi di i quali possono essere fissati 
innanzi. Eliminando 6 dalle n equazioni 

si possono avere n—\ equazioni, nelle x^x^. . .x^^ le quali definiscono la linea. 
Cosi in generale per i<n, ponendo 
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sì ottengono i punti d*uno spazio di i dimensioni contenuto in S,|. Eliminando 
0| O2 • . • 6f si ottengono n-i equazioni che definiscono quello spazio. 

Se si divide S^^ mediante i sistemi di spazii di fi — 1 dimensioni definiti dalle 

< 

a?, = cost. a?2 = cost. . . . o?^ = cost. 

si può considerare Tespressione 

2 F(a5/ + 6,- Aa?4 , . . . , x^' + 6„-AxJ.Aa?| , Ax, . . . Ao?» 

dove F(X| , ... ,x„) sia funzione data in ogni punto di S», e dicendo che è data 
intendo ancora che è finita in ogni punto. La somma s'intende estesa a tutte le 
parti in cui S„ è difiso dai sistemi di spazii 

. . . Xx^^k- Aa?x fl?x = ^ Xx = *^ + ^^x . . . ; X = I , 2 , . . . , n. 

A ciascuna 0^, e per ciascun termine singolarmente, s* intende attribuito ar- 
bitrariamente un valore dell' intervallo (0,1); x^' indica uno qualunque dei valori 

... k- Axx h k + Aa?x . . . 

Se tal somma tende al limite A col tendere arbitrariamente a zero tutte le 
dilTerenze ìx^ Aa?2 • • • Ax,« , si dice essere 

A = J F (X| , a?2 , . . , » a7„) • dX| • dxt » . . . , dx^ 
ossia 

A = Jdx«.J(ix«^|....-Jdx,-F(a?4 .x», ... ,a?J 

dove agli n segni integrali si debbono porre i limiti corrispondenti a quelli dello 
spazio S„. 

Con ragionamenti analoghi a quelli che servono per il caso d'una sola v<i- 
riabile C) , si può riconoscere che : 

Perchè esista 

JF(X4 , J?j, . . . ,a7j-cte,-(iXj-...-(ix„ 
esteso ai limiti dello spazio, finito, S,| dove F(X| .x^ , ... , xj è sempre finita, ò 



(*) 0. Darboax. Mémoire sur les fonctions discontinnes : Annales scientifiqaes 
de rÉcole Normale sapérieare ; denxiòme sèrie; tome qaatriòme, 1875, pag. 5 7. 

U. Dinì. Fondamenti per la teorica delle fanzioni di Yariabili reali; Pisa 1878. 
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necessario e suflìcicnte che, essendo S,^ diviso mediante sistemi di spazi! 

... a?x = fc — A^x SDx = fc 35 = /ìt + Ixx ... , 

la somma complessiva degli ipersolidi ^co^^ìX2'...•lXf^ relativi alle parti di S^ 
in cui si hanno discontinuità di F(Xi tCD^,. . y^ù divenga infinitesima col ten- 
dere a zero tutte le Aa^x- 

4. Avendo cosi accennati alcuni dei concetti fondamentali degli iperspazi! , 
veniamo all'argomento per cui specialmente fu composto il presente lavoro. 

Teorema I. Se x x, Xa ... x^ sono n + 1 variabili continue con lo sldsso cam}w 
(0,1), si può stabilire una corrispondenza univoca tra i valori di x ed i sistemi 
di valori delle x, x^ ... x«. 

Dimoslrazione. Poniamo (*) 

/ 11213.1234 1 \ 

(5) = (^^^/2,J.^/T,*^/2,l.^^,..,) 
OT = GVT,l,^,lv?.i,f5-....) 

ed indichiamo con a„ ^^ ^,^' ^„" i numeri n^^ di queste successioni, la prima delle 
quali contiene precisamente tutti i numeri razionali dell* intervallo (0,1). Indi- 
chiamo inflne con (C) Tinsicme di tutti i numeri che restano dell* intervallo (OJ) 
dopo la soppressione di tutti i numeri delle due successioni (a) e (ò) , con (U) 
r insieme di tutti i numeri di tale intervallo e con (E) T insieme di tutti i numeri 
irrazionali dell* intervallo stesso. Si ha cosi: 

D=((a) , (6) , (C)) 
E =((6) , (C)) = ((6') , {b") , (O). 



(*) La presente dimostrazione coincide , sostanzialmente , con quella data da 
Giorgio Cantor, per la prima volta: V. p. e. Acta Mathematica, 2, da pagi- 
na 815 a 828. 
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Facciamo corrispondere p»' ad a,^ , p„" a ^^ ed ogni numero di (C) a sé 
stesso : in questo modo stabiliamo una corrispondenza univoca tra i punti di (D) 
e quelli di (E), cioè tra i valori d'una variabile che prende tutti i valori dell'in- 
tervallo (0 , 1) e quelli d'una che prende solo tutti i valori irrazionali dell' inter- 
vallo stesso. 

Siano ora e e» e^ . . . e^ n + 1 variabili ciascuna delle quali prenda tutti e 
solamente i valori irrazionali dell' intervallo (0, 1). Siccome ogni numero aritme- 
tico irrazionale minore di i si può dare, ed in un sol modo, con frazione con- 
tinua, influita, della forma 



dove wip 6 intero aritmetico . si può stabilire una corrispondenza univoca tra i 
valori di e ed i sistemi di valori delle e, c^ • . • <?^ » ponendo 



111 

. 1 1 

'V,t 'V,* 'V,» 



6^^=77- + ,-^— +.7— +... |A=l,2,...,n 



111- 

g = , 1 , 2 , . . . oo 

^^«+r = '^r,<H-l f = 1 , 2 , . . . , n. 

Potremo dunq^ue stabilire una corrispondenza univoca tra i valori di as ed i 
sistemi di valori delle w^ oc^ . , . x^ , stabilendo una corrispondenza univoca tra i 
valori di OS e quelli di e ; tra questi ed i sistemi di valori delle e| e^ . . . e,^ , tra 
i valori di e^ e quelli di 07^ , X = 1 , 2 , ... , n , e facendo corrispondenti un valore 
di X ed un sistema di valori delle a;, x^.^.x^ che corrispondano ad un valore di 
e ed al corrispondente sistema di valori delle e, e^...e^. 

Corollario. Se n ed m sono interi aritmetici qualunque non minori di 1 , i 
punti d'una porzione finita S^ di spazio ad n dimensioni si possono far corrispon- 
dere univocamente a quelli d'una porzione finita Sg^ di spazio ad m dimensioni. 

Definizione* Due spazii S« S^ sono tra loro in corrispondenza univoca con- 
tinua se corrispondono univocamente i punti di S,| a quelli di S^ in modo che, se 

(«1 , a:, , . . . . a?J (j/i . 1/2 »... , y») 
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sono due punti corrispondenti, presi arbitrariamente, ed al punto 

mobile nello spazio S^ corrisponde il punto 

(l/i + ^y i^m + ^m) 

mobile in S^, divengono tutte infinitesime le 

Ay, Ay, . . . Ay,„ 
ogni volta che divengono tutte infinitesime le 

Aac, Aa:, . . . Ax„ 

Teorema. I punti di due apazli d*un diverso numero di dimensioni non si 
possono mettere in corrispondenza univoca continua. 

Dimostrazione. Siccome in uno spazio di almeno una dimensione vi sono 
sempre Infiniti punti distinti, non si può, intanto, avere corrispondenza univoca 
tra uno spazio di almeno una dimensione ed un numero finito di punti , spazio 
di zero dimensioni. 

Siano S^ S,j due spazii in corrispondenza univoca. Se 6 

n > m + 1 

prendiamo in S,» uno spazio S^^i : questo sarà in corrispondenza univoca con una 
parte Sp , di S^ : se è 

m + 1 > p f- 1 

prendiamo in S^,^! una parte S^^., la quale corrisponderà a<l una parte , S^ , di 
Sp : se è 

p -h l > 9 + 1 

ripetiamo l'operazione ormai designata. Continuando così , non potendo esistere 
corrispondenza univoca tra uno spazio di almeno una dimensione ed uno di zero 
dimensioni, giungeremo a duo spazii corrispanJonti, nolla corrispondenza stabilita 
fra S,„ ed S^, e tali che l'uno ha precisamente una dimensione di più dell'altro: 
basterà dunque dimostrare che la corrispondenza di siffatti spazii non può essere 
continua. 

voL. rxii. 22 
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Supponiamo dimostrato che non possono essere in corrispondenza univoca 
continua s,„ e o„_, , epperò neppure s^ e 0^.3^ 1 <X<ni, se è m < n e suppo- 
niamo in corrispondenza univoca s„ e a^^^, Supponiamo, come è lecito per quanto 
fu detto innanzi, che s„ contenga tutti i punti dellMpersfera I,|., deQnita da 

a?,* + asj* + . . . + X»» = t 

e quelli interni ad essa, cioè quelli del suo ipersolido definito da 

a?^* + a?2* f . . . + x„« < 1. 

LMpersfera, !'„_, , definita da 

corrisponderà ad una parte di o„_, ; se tal corrispondenza fosse discontinua, sa- 
rebbe vero quanto volevasi dimostrare : supponiamo che sia continua. Per ciò che 
s' è supposto, l'a.i deve corrispondere ad una parte o'„_, di e,»., la quale, come 
Tn-i » abbia n- \ dimensioni. 

Prendiamo un punto a neirinterno di o'„.| e sia A = («,' , a^' , . . . , oc») il 
suo corrispondente in !'„., ; sia B il punto in cui I„_, è incontrata dal raggio 
passante per A > sia cioè 

B = (>/2".a?/ , VT.oc,', . . . ,>/'2-a?'„> 

e sia p il punto corrispondente: questo sarà esterno a o'^_, perchè I punti di 
questa porzione di spazio corrispondono a quelli di r„.| sulla quale non si trova B. 
Se 0, partendo dal valore VT, percorre Tintervallo (V'-2,l) e s'avvicina in- 
definitamente al limite 1, il punto 

parte da B e s'avvicina indefinitamente ad A percorrendo la porzione di raggio 
la quale ha l'origine in I„., e tutti gli altri punti interni all'ipercrosta che è li- 
mitata dalle I„., r„_, : siccome il punto M non va mai su i'„_„ il corrispondente 
jji si moverà restando sempre esterno a o'„_, epperò senza potersi avvicinare in- 
definitamente ad a: se percorresse interamente l'intervallo (V2 , 1) prendendo 
anche il valore 1, il punto M andrebbe, con moto sempre continuo, da B ad A 
mentre il punto corrispondente pi salterebbe almeno una volta perchè passerebbe 
nella posizione finale, a» interna a a'„.|, saltandovi dall'esterno 
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La corrispondenza quindi non è continua. Per ciò che s' e detto prima non 
vi può essere corrispondenza univoca tra uno spazio di una ed uno di zero di- 
mensioni : per ciò che s*è dimostrato poi non può quindi naettersi in corrispon< 
denza continua neppure uno d* una con uno di due dimensioni , né uno di due 
con uno di tre ecc. sicché, pei ragionamenti fatti, non si possono mettere in cor- 
rispondenza univoca contìnua due spazii d'un diverso numero di dimensioni. 

Togliendo la condizione che debba esser contìnua la corrispondenza tra gli 
elementi delUnsieme ed i sistemi di valori delle o^i o^j ••• a?„ , il numero delle di- 
mensioni d'un insieme diverrebbe dunque assolutamente senza valore C). 

Definizione. Una rappresentazione dicesi simile o chiara (ahnlich oder deut- 
lich) se, per essa, ad elementi distinti corrispondono sempre imagini distinte. La 
rappresentazione si dice continua se è tale che quando un elemento si muove in 
modo continuo, anche la corrispondente imagine si muove in modo continuo. 

L'ultimo teorema si può cosi enunciare in quest'altro modo che ne rende 
meglio manifesta l'importanza. 

Una rappresentazione chiara e continua non può alterare il numero delle 
dimensioni d'un iperspazio. 

Corollario. Vn iperspazio S„ non può rappresentarsi in modo chiaro e con- 
tinuo in uno che abbia meno di n dimensioni (••). 

Palermo 3 Dicembre 1890. 



(•) G. Cantor. Acta*Mathematica , 2, pag. 318-314. 

(**) B. Dedekind. Was sind und was sollen die zahlen ? : Braunschweìgi 1888; 
§ 3 e 4. 
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NOTIZIA BIBLIOGRAFICA 



Prof. AUGUSTO BIFFIGNANDI. 



1. Rappresentazione geometrica dei nuojeri irrazionali. In 8^ pag. 15. 
Estratto dal Periodico di Matematica per T insegnamento secondario: (Anno 

IV, 1889, fascicoli III e IV) Roma. 

2. Le principali proprietà delie grandezze proporzionali, nuovamente esposte. 
In 8" pag. 25. 

Estratto dagli Atti e Rendiconti dell' Accademia di Scienze, Lettere ed Ani 
degli Zelanti. Voi II, 1890. Acireale , 1891. 



Nel primo di questi Opuscoli l'Autore espone una notevole rappresentazione 
geometrica di cui è suscettibile la teoria dei numeri irrazionali, fondata sul con 
cotto di classi numeriche convergenti. L'Autore esamina partitamente le diverse 
operazioni algoritmiche sui numeri irrazionali (somma, differenza, prodotto, quo- 
ziente, potenze, radici e logaritmi) e mostra che le costruzioni geometriche, con 
le quali si possono ottenere i risultati di quelle operazioni algoritmiche per le 
grandezze razionali, si estendono anche alle grandezze irrazionali. 

Nel secondo opuscolo l'Autore si è proposto di presentare la teoria delie 
grandezze proporzionali in Geometria, fondandone l'esposizione sulle deflnizioni 
euclideo di ragioni uguali , ragioni disuguali , ragioni composte etc. , ma diversa 
nel metodo dalle recensioni ultimamente comparse del quinto libro di Euclide 
(Bcrtini, De Paolis, Fa ifofer etc). Egli dimostra, con semplici costruzioni 
geometriche, le diverse proposizioni stabilite da Euclide sulle grandezze prò 
porzionali, evitando di entrare nella spiegazione del concetto di rapporto o ra- 
gione fra due grandezze omogenee. La rappresentazione grafica adoperata dall'Au- 
tore è poi applicata a dimostrare in modo facile e breve alcuni teoremi sui limiti 
dello grandezze proporzionali. 

O. B. 
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ALCUNI TEOREMI 
DI POLIGONOMETRIA RETTILINEA E SFERICA 

MBMOBIA 

DEL 

Dolt. GIUSEPPE BERNARDI. 



Teorema I. 



Allorché si proiettano tutti ì vertici di un poligono qualunque, piano o sghembo, 
di cui tre vertici qualsivogliano non siano' in linea retta , da un asse qualunque 
(sia pure air infinito) non situato in un piaiìo con nessuno de' suoi Iati , nò con 
nessuna delle sue diagonali, ciascuno dei quattro seguenti prodotti risulta uguale 
all'unità positiva o negativa, secondochè rispettivamente il numero de' suoi lati è 
pari Oil impari : 1** il prodotto dei rapporti, in cui i lati del poligono sono divisi 
(lai piani proiettanti , 2® il prodotto dei rapporti delle distanze dei piani proiet- 
tanti dai vertici adiacenti , 3® il prodotto dei rapporti dei seni , secondo cui gli 
angoli convessi del poligono vengono divisi dui piani proiettanti corrispondenti (•), 
i^ il prodotto dei rapporti dei seni degli angoli formati dai piani proiettanti coi 
ati adiacenti (*•). 

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che , considerando il poligono piano o 



(*) Ad ogni piano proiettante un vertice qualunque del poligono dall'asse dato 
facciamo corrispondere queirangolo convesso del poligono , il quale è formato da* suoi 
dne lati che s'incontrano nel detto vertice, anche quando il poligono è piano-concavo, 
oppure sghembo. 

(**) Riguardiamo come positivo o negativo il rapporto dei seni dei due angoli 
formati da uno qualunque dei piani proiettanti coi due lati del poligono adiacenti ad 
esso , secondochè rispettivamente tali dne angoli giacciono dalla stessa bancSa o da 
bande opposte di detto piano. 
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sghembo A, Aj ... A„_, A„ di n lati e l'asse PQ di proiezione (Fig. 1") (*) . ed 

Indicando in generale con B^^, il punto, in cui il lato A^A^.^, è tagliato dal piano 

A B 
PQA, proiettante il vertice A, (•*), con (A^A^j , B,^,) Il rapporto t-^-w^ • con 

cf, ,., , f*, ,^., le distanze rispettive di detto piano dai due vertici A,_, , A,+, adia- 
centi ad esso, con a|,t-i)^i,s i due angoli formati rispettivamente dall' interse- 
zione AgE dei due piani A,_,A,A,^.| , PQA, coi due lati A,_i A, , A,A,^., del poligono 
adiacenti allo stesso piano proiettante PQA^ , e finalmente con §f^,., , ^, , i due 
angoli formati rispettivamente da questo medesimo piano coi due Iati ora detti , 
si verificano le seguenti quattro uguaglianze : 

(A|A, . B,^,)(A,A, . B,.,) . . . (A,A, , B, „.,)(A,A, , B^^,.) ^ 

X(A,A3,B,,4)(A,A,,B,,5) . • . (Ms»B,,J (A,A, » B,^,) 

X 

\ (1) 
X (A„.,A«. B«.,,,)(A„-,A„, B„_,,j) . . . (A«.,A^ , B„.,^„.3)(A„.,A„ , B„.,^^.,)l 

X (A«A, , B«^,)(A«A, , B,,,3) . . . (A„A, , B„^^.,)(A„A, , B„,,«,) 1 

= (-!)« 

^•-^•j^ A-^.^ = («l)» (2) 

sena,^, sena, ,^ sena^. ^^„,, seng„,n ^/ ^.n q. 

sena,,„'sen(7,^, 8cna^.,^„.j ' sena«^,.i 

seng,^t senga,! • scnp„,,,„,, senp„^ „ ^ ,, 

senPi^/senp,,, senp„.^,,„.,*senp„^„., 

Dimostreremo primieramente per induzione la prima parte del teorema, espressa 
dairuguaglianza (1). Consideriamo perciò da prima il triangolo AiA^A, (Fig. 2^), 
ed indichiamo con C il punto, in cui Tasse PQ di proiezione incontra (sia pure 



(*) li lettore potrà facilmente disegnare questa figura e le altre indicate nella 
Memoria, le quali ne accompagnavano il manoscritto. 

(*•) Nella dimostrazione di questo teorema e dei due altri IV e VII per « punto, 
in cui un lato od una diagonale di un poligono è tagliato da un piano » intenderemo 
per brevità « il punto, dove questo piano sega la retta, in cui giace tale lato o dia- 
gonale 11. 
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airinfinito) il suo piano; poi osserviamo che, siccome i tre raggi CXj , CA^ , CA^ 
proiettanti i suoi vertici dal punto G ilei suo piano passeranno necessariamente 
pei tre punti rispettivi B, 3 ,62,, , Bg, considerati nel teorema» si avrà pel teorema 
di Ceva (•) : 

(A, A, , B,^,)(A,A, , B^^OCAsA, , B,,,) = - 1 , 

la quale uguaglianza dimostra che la prima parte del teorema si veriflca per un 
triangolo. 

Consideriamo in secondo luogo il poligono piano sghembo A^ Aj . . . A„A„^, 
di n + 1 lati (Fig. 3'), e conduciamone la diagonale A^A^, che determinerà un 
altro poligono piano sghembo A1A2 ... A^.iA^ di n lati, pel quale supporremo 
che si veriflchi la prima parte dtsì teorema, cioè Tuguaglianza (1). Ciò posto, se 
indichiamo rispettivamente con 

i punti, nei quali il lato ^^k^+t del polìgono dato k^^^ . . A^A^^^f è tagliato dai 
piani proiettanti 

PQAi , PQA, PQA„.2 , l^QAn-i , con B^,,,, , B,^,^, , ... , B^^,,,., , B^+,,„ 

i punti, in cui il suo lato A„^,A, è segato dai piani proiettanti 

PQA2 , PQAs , . . . , PQA„.. ,PQA«, 
e Analmente con 

»i,n+< » "2,n+i > • ' • j B„_2 ,1^.1 , B,j_, „^| , D 
i punti, nei quali i suoi lati 

Al Aj , Aj Aj , . . . , A,j_jA^_| , A,|_| A,j 

e la sua diagonale A^A, sono tagliati dal piano proiettante PQA^^,, dal poligono 
A,A, ... A^.iArt, riguardato segato da quest'ultimo piano, per un noto teorema (**) 
si ha : 

(A,A, , B,,„^,)(A2A3 , B2,«^|) . . . (A,.,A^ . B^.,^^+,)(A^A, . D) = + 1 (5) 



(*} Chasles. Traité de Geometrie snpérienre , pag. 263. Cremona. Elementi 
di Geometria proiettiva, volume I, pag. 68. Baltzer. Trigonometria, l^ versione )ta< 
liana del Prof. L. Cremona, pag. 181. 

(••) Baltzer. Op. cit. , pag. 134. 
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e dal triangolo A,A„A„^.,, considerato tagliato successivamente dagli n — 2 piani 
PQAj t PQAj . . . . , PQA„_, suddetti , per lo stesso teorema si ottengono le n - 2 
uguaglianze rispettive : 



(A,A„ . B„,3) (A«A„^, , B'^^a) (A„^,A, , B^^.,,,) = + * 
(A,A, , B^^^^O ( A„A„+, , B'„,„.,) (A„^,A, , B^^,,^_,) = + 1 



(6) 



ed inoltre dallo stesso triangolo A^A^A^^, , rig^ardamlo i suoi vertici come pro- 
iettati dairasse PQ, per quanto abbiamo testò dimostrato per un triangolo, risulta: 

(A,A„ , D) (A^A^^, , B'„^,) (A^^.A, , B„^,,„) = - 1 0) 

Se ora finalmente si moltiplicano fra loro le uguaglianze (I), (5), (6) , (1), 
si ottiene, riducendo poi ed ordinando, Taltra : 

(A,A, , B,,,) (A.A, ; B,^,) . . (A,A, , B,,J (A,A, , B,^,^,) 

X(A,A3 , B,,,) (A,A3 . \,) . . . (A,A, , B,,„,0 (A.A, , B,,,) 

X 

X (An-|Aii » B„.^^„^,)(A^.,A„ , B„.,^,) . . . (Art^|A„ , B«.,^„.8)(A„,,A^ , K-t^n^ti 

X (AA+i » B'„^,)(A„A„^, , B^^ ,) . . . (A,A^,, , B'„,„.,)(A«A«^| . B'„,«.|) 

X (An+|Ai I B„+i^j)(A^,A, , B^^.| 3) . . (A,,+,A, . B^^., „.,Ì(A„+,A, , B^+,^„) 

la quale dimostra che la prima parte del teorema si verifica pel poligono piano 
sghembo considerato A.Aj ... A^A,^, di ?!+ 1 lati. Così, essendosi dimostralo 
che essa è vera per un triangolo , e poscia che se sì verifica por un poligono 
piano sghembo di n lati, è pure vera necessariamente per un poligono piano 
sghembo di n + 1 lati, si può concludere che essa si verifica in generale. 

Per dimostrare poi le tre altre parti del teorema , espresse dalle tre ugua- 
glianze (^). (3;, (4), consideriamo ancora il poligono piano sghembo A|A|...A,^.|A4 
di 71 lati (Fig. 1') ed il piano PQA, proiettante il suo vertice A, dairasse dato 
PQ, conduciamo la diagonale A«.|A|4., cengiungente i duo vertici adiacenti al 
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dotto piano, ii qiicile la taglierà in un pùnto II situato nelTintersezione EA« dei 
due piani PQA,, A,_, \,A,^., ; quindi osserviamo che dal nuovo poligono risultante 

A, Aj . . . A,_2 A,_, A,4, A, ^2 . . . A„_, A,,, 

considerato segato dal sudietto piano PQA^ , si lia : 

(A^Aj , B,,,)(A,A3 , B,^.) ... (A..A-, , B,.,^.)(A.„,A,h , H;(A,,,A,^2 . B.,,,.) ... 

...(A„.,A„,B«.,^,)(A,A,.B„,.)=.+ 1 . 
ossia : 

(A.A^ , B,,.) (A,A, , B,,.) ... (A,_,A.., , B,.^,; (A,+,A,^, , B,^,,.) ... 

• . . (An-,A„ . B„.,^.)(A„A, . B„^,) = (A.„A,.., , H) (8) 

E poicìiè d'altra parte , indicando con A',_, , A',^., )c proiezioni normali ri- 
spettive dei due vertici A,_| » A,.,., sopra il piano considerato PQA, , e conducendo 
la rolla A',., A',^, , che passerà necessariamente pel suddetto punto II, risulla 
manifestamente : • 

a 4 m - ?^t.» = tTiangHA.A,^^ ^ HA^>AA..i8enH A,A,^, ^ 
^ •"••"* » "^ - HA^ - triangHA,A,., HA,. A3.,A,senIIA,A,r, " 



A,.,A,scna,^,., ' 



(9) 



ed anche ; 



/A A n^ = "<-nA <4t _ "n^n^-t A,A,^.|SenAj^,AjA ^ ^., ^ A,Ag^|Senp^^g ^ 

^•^*-'' ^ A,.,A',./\/,^,./-A,.,A.senA,,,A,A^:^'"À,.,A,sen?^^^^^^^^ ^ "^ 

confrontando fra loro le uguaglianze {8j, (9), (10). si ottiene Taltn: 

^M-^< ^ ^è A»4.< se"gs < _ ^A+2,s^"?M -a 4 Ti UÀ A n ^ 
rf...-. " A..., A, 8Ì^.- - A,., A. sen?.,- " ^*'*» ' ''•••'^'^»*» ' ^V> ' ' ' 

. . . (A,.|A|., , B|.8^,)(A|+|A,4| , B,+^,) • . . (A„.,Aa jB„_|^,)(A^A, , B^^,). 

Se ora si moltiplicano fra loro le n uguaglianze analoghe a quest* ultima^ 
che si ottengono considerando gli n poligoni 

AfAj .f A,|.|Aj| , AgA^ ••* A,|A| , ..• , A^AfA^ ... An^z^n-^t > A|Aj ... An-|A,|., 

VCL. jrxix. 23 
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segati rispettivamente dagli n piani 

PQA, , PQA, , PQA^., , PQA„ , 

e sì osserva che il quarto membro deiruguagUanza risoltai^te essendo inaniresta- 
mente il prodotto dei rapporti, in cui i lati del poligono dato A^A, ... A„_,An sono 
divisi dagli n piani ora detti proiettanti i suoi vertici dall'asse dato P'^, è uguale 
a (— ^)'* per la prima parte del teorema ora dimostrata, si ha finalmente, dopo 
le riduzioni : 

^i,n ^2,1 * * ' (^n,n^\ scua,^,/ scu «j^", ' ' * sena„^„., 

^ senp,,, seng,,, ^nf^^^^^ ^^^ 

seng,^„ sen?,,, * 'senp„^„^, v , . . 

Corollario. Quando il poligono ha un numero inv|)Hri di lati , il numero dei 
punti d* intersezione (esclusi 1 suoi vertici) dei suo contorno coi piani proiettanti 
ed il numero de' suoi angoli convessi che vengono divisi dai piani proiettanti cor- 
rispondenti, sono ambidue impari; quando poi il poligono ha un numero pari di 
lati, il detto numero di punti è pari ed il detto numero di angoli è pari o nullo 

Teorema II. 

Allorquando si proiettano tutti i vertici di un poligono piano qualunque, con- 
vesso concavo, di cui tre vertici qualsivogliano non siano in linea retta, da un 
centro qualunque situato (sia pure alf infinito) nel suo piano esternamente alle 
rette, nelle quali giacciono i suoi lati e le sue diagonali, ciascuno dei tfo seguenti 
prodotti risulta uguale all'unità positiva o negativa, secondochè rispettivaniente 
il numero de* suoi Iati è pari od impari : P il prodotto dei rapporti, in cui i lati 
del poligono sono divisi dai raggi proiettanti , 2^ il prodotto dei rapporti delle 
distanze dei raggi proiettanti dai vertici adiacenti , 3^ il prodotto dei rapporti 
dei seni, secondo cui gli angoli convessi del polìgono vengono divìii dai raggi 
proiettanti corrispondenti (*). 

Dimostrazione. Questo teorema si potrebbe dimostrare pure in modo facile, 
dimostrandone primieramente la prima parte per induzione; ma ciò non è neces* 



(*) Ad ogni raggio proiettante un vertice qualunque del poligono dal centro dato 
facciamo corrispondere quell'angolo convesso del poUgonOi il quale è formato da' huoì 
due lati che s'incontrano nel detto vertice, anche quando il poligono è concaio. 



Digitized by 



Google 



)( il9 (■( 

surio, perchè esso si può considerare come un caso particolare del teorema pre- 
cedente, riguardando i vertici del poligono piano considerato nel nuovo teorema 
come proiettati da un asse condotto perpendicolarmente al suo piano pel centro 
dato di proiezione. 

Corollario. Quando il poligono ha un numero impari di lati , il numero dei 
punti d* intersezione (esclusi i suoi vertici) del suo contorno coi raggi proiettanti 
ed il numero de' suoi angoli convessi che vengono divisi dai rag^i proiettanti cor- 
rispondenti, son» ambidue impari ; quando poi il poligono ha un numero pari di 
lati, il detto numero di punti è pari ed il detto nuinero di angoli è pari o nullo. 

Teorema III. 

.Vllorchè si proiettano tutti i vortici di un poligono srerico qualunque , con- 
vesso concavo, di cui tro vertici qualsivogliano non siano posti in una stessa 
circonferenza massima, da un diametro qualunque della supci-ficie srerica , in cui 
CS.SO giace, il quale non sìa comune a nessuna delle circonferenze massime, a cui 
appartengono i suoi lati e le sue diagonali, ciascuno dei tre seguenti prodotti ri- 
sulta uguale airunità positiva o negativa , secondochò rispettivamente il numero 
de* suoi lati e pari od impari: i° il prodotto dei rapporti dei seni , secondo cui 
i lati del poligono s no divisi dalle circonferenze proiettanti, 2^ il prodotto dei 
rapporti dei seni delle distanze sferiche delle circonferenze proiettanti dai vertici 
adiacenti , 3^ il prodotto dei rapporti dei seni, secondo cui gli angoli convessi del 
poligono vengono divisi dalle circonferenze proiettanti corrispondenti (*). 

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione di questo teorema , perchè essa 
riesce assai facile, considerando il poligono sghembo che ha per lati le corde dei 
lati del poligono sferico dato, ed applicando quindi il teorema I al detto poligono 
sghembo, riguardando i suoi vertici come proiettati dalla retta , in cui giace il 
iliaiDetro dato della superflcie sferica. 

Coronario. Quando il poligono ha un numero impari dì lati , il numero dei 
punti d'intersezione (esclusi i suoi vertici) del suo contorno colle circonferenze prò- 
ettanti ed il numero de* suoi angoli convessi che vengono divisi dalle circonferenze 
proiettanti corrispondenti , sono ambidue impari ; quando poi il poligono ha un 
numero pari di lati, il detto numero di punti è pari ed il detto numero di angoli 
è pari nullo. 



(*) Ad ogni circonferenza proiettante un vertice qualunque del poligono dal dia- 
metro dato faeeiamo corrispondere queirangole convesso del poligono, il qnale è for- 
mato da' suoi due lati che 8*incontrano nel detto vertice , anche quando il poligono 
è concavo. 
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Teorema IV. 

Allorquando si proiettano tutti i lati di un poligono qualunque, piano o s^'liembo 
(escluso il triangolo) di ci.i tre vertici qualsivogliano non siano in linea retta, da 
un centro qualunque situato (sia pure alFinfìnito) esternamente ad oi^ni piano pas- 
santeper tre suoi vertici qualsivogliano, ciascuno dei quattro sedenti prodotti ri- 
sulta uguale alPunità positiva: 1^ il prodotto dei rapporti, in cui i iati del poli- 
gono sono divisi dai piani proiettanti , 2° il prodotto dei rapporti dello distanze 
dei piani proiettanti dai vertici adiacenti , T 11 prodotto dei rapporti dei soni degli 
angoli forraati dai piani proiettanti coi lati adiacenti (*), 4** il proietto dei rapporti 
dei seni, secondo cui gli angoli dieJri convessi, piatti e nulli del poligono vengono 
divisi dai piani proiettanti corrispondenti (**). 

Dimoslrazione, Dobbiamo dimostrare che , considerando il poligono piano o 
sghembo AiAj.. A,j_,A„ di ii lati ed il centro C di proiezione (Fig. 4'), ed indi- 
cando in generale con R^ , il punto , in cui il lato A;.A;.^| è tagliato dal piano 

A B 
CA,A,+, proiettante l'altro lato A,Aj^^, , con (A,.A^^, , B,.^,) il rapporto a""^'*-^*^" 

^«,1-1 > ^$Mi ^^ distanze rispettive di detto piano dai due vertici A,_, , A^+, adia- 
centi ad esso, e con a, ,_, , a, ,^, gli angoii formati dallo stesso piano rispettiva- 
mente coi due lati A^_, A, , A^^., A,^., adiacenti al medesimo, si verificano le se- 
guenti quattro uguaglianze : 

(A. A, , B,,,)(A,A, , B,,,) . . , (A,A, , B,^,.,)(A.A, , B,,„.,) 
X (A,A3 , B,,0(A,A3 , B,,5) . . . (A,A, . \,^,){k,X, . B,,J 

X 

(11) 
X (A«-|A„ , B„.,^,)(A«-,A„ , B,_,^,J . . . {lin-v^n y B«-i,«-4)(A«»,A« , B,,,,,».,) 

X(A«A. , B,,,)(A,,A, . B,^,) . . . (A,,A, , B^^^.^VA^^A, , B„,,,_,) 

= + I 



(^) Riguardiamo come positivo o negativo il rapporto dei seni dei due angoli for^ 
mali da uno qualunque dei piani proiettanti coi due lati del poligono adiacenti ad 
esso , sécondocbè rispettivamente tali due angoli giacciono dalla stessa banda o da 
bande opposte di detto piano. 

(**) Ad ogni piano proiettante un lato qualunque del poligono dal centro dato 
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^•i;^'^ -/-,i .jA,,^=+, (12) 

s eng,^^ senapa sena^ .,^^ scna,,^, ^ ^ ^ ^^^ 

sena,,, sen-Zj, sena,,., ...,' s(»n7.„^„.i 

sciiC A ,Mj., scnCA^Aa A^ senCA„_, \_„^^ sciiCA„A,A^ ^ ^ I ^ , ^^ 

scnCA,AjA,/senCA,A3A| ' ' * senCA,,_,A„A„_2 scnCA;,A,A,j,, 

Dimostreremo primieramente per induzione la prima parte del teorema , 
espressa dall'uguaglianza (I i). Consideriamo perciò in primo luogo il quadrilatero 
piano sghembo AjA^NjA^ (Fig. 5"), e conduciamo la diagonale A, A3 ed il piano 
CAjA^ , che la taglierà in un punto D ; poi osserviamo che dal triangolo AiA^A, , 
riguardandone i vertici come proiettati dall'asse CA.^, e dall'altro triangolo A3A4A1, 
riguardan Ione i vertici corno proiettati dall'altro asse CAj, per la prima parte 
del teorema I si ottengono rispettivamente le duo uguaglianze : 

(A,A, , B.,3)(A,\3 , B.,,)(A3A, , D) = - 1 , 

(A5A, , B3^,)(A,A. , B,,,)(A.A3 . D) = - I , 

le quali, moltiplicate Tra loro, danno Faltra : 

(A,A, , B,^3)(A,A3 , B,,,)(A3A, , B3^,)(A,A, , B,,,) = + 1 , 

che dimostra verificarsi per un quadrilatero piano sghembo la prima parto del 
teorema. 

Consideriamo in secon lo luogo il poligono piano sghembo AfAj.. A„A„^« 
di H 4- 1 lati (Fig. 6*), e conduciamone la diagonale A„A|, che determinerà un 
altro poligono piano sghembo AiA^ ... A„.,A^ di n lati , pel quale supporremo 
che si verilìchi la prìm:i parte del teorema, cioè T uguaglianza (II). Ciò posto , 
indichiamo rispettivamente con 

B|i,i > B „^t , . . . , B n^n^s 



facciamo corrispondere qaeir angolo diedro couvcjso « piatto nallo del poligono, il 
quale è formato da due parti di piano uscenti dal detto lato e contenenti Tana, Tuno, 
e Valtra, Taltro del due lati adiacenti allo stèsso lato considerato. 
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i punti, nei quali il lato A,|A^^.f del poligono 

A| A, . . . A;, A,^^., 
è tagliato dai pi;tnì pruicltanti 

CAjAj . CAjAj , ... , CAj,_2Art_, , con B»fi,? . K„,, , , ... , B^^,,^., 

i punti, in cui Tallro suo Iato Aj,^|A, è segato dai piani proiettanti 

CA,A3,CA,A,, ..,C\V,A,. con B',,„ . B',,^ , ... , B'„.,,„ 
punti, nei quali i suoi luti 

A, Aj , .*2 '^s • • • • t A^.j A^.i 
sono tagliati dal piano proiettante CA^A^^i, e Analmente con 

Bi,M-i-i ' B3^„+| , . . . , B„_,^^, 

i punti, in cui i suoi lati 

Aj Aj , Aj A4 , . . . , A„_, A„ 

sono segati dai piano proiettante CA^4., A^. Ed ora, se conduciamo la diagonale 
A|A^.,, che verrà tagliata dal piano proiettante CAitA^^., in un punto E, dal po- 
ligono risultante 

Aj A2 . . . ^n-t A|,-i . 

considerato segato da questo tncdesicno piano, si ha : 

(A,A,,B',^J(A,\3.BV„) . .(A_,A^.,,B'„^,^„)(A„..A.,E) = +I. (15) 

D* altra parte, indicando con H il punto, in cui il lato A^^A^^, ò tagliato dal 
piano CA,Am., . dal quadrilatero A^.iA^A^^fA, , riguardandone i quattro lati come 
proiettati dal centro dato C, per la prima parte del teorema teste dimostrata per 
un quadrilatero, si ottiene : 

(A,A,^, , E;(A,..,A„ , B«.,,,,,ìiA^ A^,. , H)(A,^, A. , B.^.,,«_,) = + L 06) 
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Se poi conduciamo h\ diagonale A,A„_,, che verrà tagliala dal piano proiet- 
tante CA,)^|A, in un punto K, dal poligono risultante 

A^ A3 . . . A„_2 Aj,», , 

' considerato segato da questo stesso piano, si lia : 

(AfA» y B,^,+, (A,A4 , B3^„^,) . . • (A„.,A,_, . B«.,^,+,XA„-|A, , K) = + I. (il) 

D* altra parte, indicando con L il punto, in cui la detta diagonale A^A»., è 
tagliata dalKaltro piano proiettante CA,A,, poicliè i quattro piani 

CA^ A, , CA„+, A, , CA| Aj , Ck^_t A, , 

appartenenti al fascio di piani , che ha per asse la retta CA, , Utgliano il lato 
A^A^^., nei quattro punti rispettivi A^ , A^+, • B'„ , ,n , mentre gli stessi piani se- 
gano la diagonale A, A,,., negli altri quattro punti rispettivi L,K,Aj, A„_|, per 
un noto teorema (*) si verlHca la seguente uguaglianza di rapporti anarmonici : 

(a^a,.,b;,,H)-(lka,a,.,), 

ossia : 

<*-*-'''-'"iLSik;:7)=-^'- 

la quale uguaglianza, in virtù di una nota relazione fra i rapporti anarmonici re- 
ciproci (**) , si può scrivere anche cosi : 

{A,A,+,BV,H)(A,.,A,LR)=:+1, 

ossia finalmente : 

(A. A,^, . B\^,) (A.,, A. , H) (A^., A, , L)(A, A^., . K)=: 4- I . (l8) 

Inoltre dal poligono già considerato A1A3 .. A^-sAa.!! riguardato segato dal 



(*; Oremona. Op. cit. pag. 31. Chasles. Op. clt pag. 15. Baltzer. Op. 
cit. pag. 143. 

^••) Cremona. Op. cit. pag. 88. 
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piano proiettante CA„A, . si ha: 

{^t A3 , B,, J (A, A, , B3, J . . . (A„,, A^., . B„_,,^) (A^., A, , L) = + 1 , 

o^skf prendendo le reciproche dei due membri di questa uguaglianza: 

(A3A2 , B,,J(A,A3 , Bs^J . . . (A„..A^., , B,.,,,)(A2Vi , L) = + L (19) 

D'altra parte ancora dal triangolo A„A^^,A, , considerato segato succcssiva- 
mentfì itagli n - 3 piani proiettanti 

CA, A3 , CA3 A4 , . . . , CA„.j A„., , 
sì fìttnngono le 71 — 3 uguaglianze rispettive : 

(AnAn.i . B'«,2) (An+|A, , K^.^t) (A,A, , B^^,) = + 1 
(A„A,^. , B'^y (A,+,A, , B„+,.3) (A,A„ , B,^) = + \ 

\' 



(20) 

\ 

(AnA„+i , B'„ ,,«5)(A«x|A, , B„4.,,„. j)(A,A„ , B„ «.j») = + 1 . 



8u ora finalmente si moltiplicano fra loro le uguaglianze (11), (15), (16), 
(11), (18), (i9), (20) , si ottiene, riducendo poi ed ordinando, l'altra: 

(A|A, , B,y (A.Aj , B,,,) . . . (A,A, , B,,„.,)(A,A, , B',,J 

X(A,As . B,y (A^A, . 8,^5) . . . (AjA, , B',^J (A.A, , B,,,^,) 

X (A3A4 , 83,3) (A3A4 , 83^ . . (A3A, , 83^^,,) (A3A4 , 83^,) 

X 

^ (A|i-|A|| ♦ B^.i,ii40(A».|A,| , 8^.,^,) . . . (A^_, \^ , B,|., n.|)(A^.,A^ , B^-i,«-3) 

X (A^A^+, , B'„,,)(A„A,+, , B'^^0 . . . (A,A^,, , B',,^.a)(A,A,^| , B'^^^.O 

X (An+»A| , Bji^i ,)(A„^,A4 , 8^4.4 ,) . . (A^+iA, , B^4.,^„.,)(A,|4.|A, , Bn^j^u^i) 
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la quale dimostra clic la prima parte del teorema si verifica pel poligono piano 
o sghembo consider;ìlo AjAg.. A^A^^, di n -f I lati Cosi, essendosi dimostralo 
che essa è vera per un quadrilatero piano o sghembo, e poscia clie se si verifica 
per un poligona piano o sghembo di n lati, è pure vera necessariamente per un 
poligono piano o sghembo di n + \ lati , sì può concludere che essa si verifica 
in generale. 

Per dimostrare poi le tre altre parti del teorema , espresse dalle tre ugua- 
glianze (12), (13), (14), consideriamo nuovamente il poligono piano o sghembo 
A, Aj ... A,,_, A„ di 71 lati iFig. 4*), ed indichiamo in generale per brevità con Ps 
il prodotto dei rapporti, in cui il piano CA^A,^, proiettante il suo lato A,A^^, dal 
centro dato C ne divirle tutti <|li altri lati 

A^^2 » A2A3 , ... , Ag_3A,_2 » Aj.jA,., , Aj+^Aj^j , A,^^3A,4.| , ... , A„_,A;j , A,jA| 

non adiacenti ad esso; poscia conduciamo la diagonale A^.^A,^,, che verrà ta- 
gliata dal detto piano in un punto F, e quindi osserviamo che dal nuovo polii^ono 
risultante 

A, A2 • . . A,_2 A,_, Aj+n A,^3 . . . A„_, A„ , 

considerato segato dallo stesso piano CA, A,^, , si ha : 

P,(A,-, A,,2.F) = +1 , 
ossia : 

(•VìA.-, .F) = Pa, 

od ancora , essendo manifesta mente (A,^^ A,-, , F) = -i^ii-* : 

^ = P.. (21) 

D'altra parte, indicando con k\_^ , A',+j le proiezioni normali rispettive sopra 
il suddetto piano proietiantc CA^A,^, dei due vertici A,„| , A,+, adiacenti ad esso 
risulta manifestamente : 

Aj+i A ,^.2 = A,^.| A,+o sen A,+2 A^^, A ,^2 » 

A«-t A g„i = A,_, Ag sen A,_4 A, A,.| , 

ossia : 

^5,*+2= Ajh A,+2Scna,^,^, ) 

it5,,-i = A,-,A, sena,,,., ) 

VCL. XXIX. -4 



(•22) 
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Inoltre dai due triedri rettangoli A,+,A,Aj,+jA',4., , A,A,^| A,„,A',«, si ha: 

sen A,^2 A,+, A',^^ :- sen A, A,+, A,^.^ sen A', . , A, A^^, A,^j , 

sen A,_, A, A',_, = sen A,., A, A,^., sen A,., A, A,^, A',.., , 



ossia: 



sena, ,+, = senA, A^^^ A,^, senCA, A,^, A,,, 
sena,^,.i = sen A,_, A, A,^, senCA, A,^., A,_, 

Dividendo ora la prima delle due uguaglianze (22) per la seconda di esse, 
avendo anche riguardo alle (21) e (23), si ottiene: 

<^,s±i _ A,^,A,^.aSena, ^,^, ^ A^^^A,^^ senA,A,^,A,^a senCA^A.^^A,^^ ^ p 
^M-i A,.,A, sena, ,_, A,_,A, senA,„,A^A,^., senCA,A,+^A,_, "* *' 

Se ora finalmente si moltiplicano fra loro le n uguaglianze analoghe a que- 
st'ultima, che si ottengono riguardando gli n poligoni 

Aj A4 . . . A„ , A4 Aj . . . A„ A| , . . . f Aj A3 . . . A|,_| 

come segati rispettivamente dagli n piani proiettanti 

CA,A, ,CA,A8. . . . ,CA„A, , 

e si osserva che il quarto membro P^V^.,,?^ dclfuguaglianza risultante (essendo 
esso manirestamcnte il prodotto dei rapporti , in cui i lati del poligono dato 
A| A}*-. A„_i A^ sono divisi dai detti piani proiettanti i lati stessi dal centro dato 
C) è, per la prima parte del teorema testé dimostrata, uguale a +1, si ottiene, 
dopo le riduzioni : 

^.^.. ^n,a ^sena^^, sena,^3 sena^^, 

^^n^2.i * * * ^n,n-ì sena,^„' scua,^, * ' ' scna„^„., 

_ senCAtA^Ag sen CA^ A3 A4 senCA^A^A» _ 

■"senCAiAjA^'senOAjAsA, ' ' ' senCA^ATÀ^, *" "^ ' ^ 

Corollario. Il numero totale degli angoli diedri convessi e piatti del poligono, 
che vengono divisi dai piani proiettanti corrispondenti, è pari nullo. Inoltre è 
anche nullo pari il numero dei punti d* intersezione del contorno del poligono 
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coi piani proiettanti, quando però tali punti sono tutti distinti fra loro, e, quando 
non lo sono, esso può essere pari od impari. 

Teorema V. 

Per qualunque poligono piano, convesso o concavo, (escluso il triangolo) nel 
quale tre vertici qualsivogiiano non siano in linea retta , ciascuno dei seguenti 
due prodotti è uguale alFunità positiva : l^ il prodotto dei rapporti, in cui si di- 
vidono fra loro i lati non adiacenti del poligono, 2^ il prodotto dei rapporti delle 
distanze dei lati dai vertici adiacenti. 

Dimoslrazione, Questo teorema si potrebbe dimostrare pure in modo facile, 
dimostrandone primieramente per induzione la prima parte ; ma ciò non è neces- 
sario, perchè esso si può considerare come un caso particolare del teorema pre- 
cedente, riguardando i lati del poligono piano considerato nel nuovo teorema 
come proiettati da un centro situato all'infinito sopra una retta perpendicolare al 
piano del poligono. 

Corollario. Quando il poli^^ono è concavo , sia o non intrecciato , il numero 
dei punti d*intersezione del suo contorno coi prolungamenti de* suoi lati è pari , 
se però tali punti sono tutti distinti fra loro, e. se non lo sono, esso può essere 
pari od impari, ed inoltre, quando il poligono è concavo ed intrecciato, può es- 
sere anche nullo. 

Teorema VI. 

Per qualunque poligono sferico, convesso o concavo, (escluso il triangolo) nel 
quale tre \ertici qualsivogiiano non siano situati in una stessa circonferenza mas- 
sima , ciascuno dei seguenti due prodotti è uguale air unità positiva : i® il pro- 
dotto dei rapporti dei seni, secondo cui si dividono fra loro i lati non adiacenti 
del poligono, 2® il prodotto dei rapporti dei seni delle distanze sferiche dei lati 
dai vertici adiacenti. 

Dimostrazione. Omettiamo la dimostrazione di questo teorema , poiché essa 
riesce assai facile, consideranilo il poligono sghembo che ha per Iati le corde dei 
lati del poligono sferico dato , ed applicando quindi il teorema IV al primo di 
questi due poligoni, riguardando i suoi lati come proiettf^ti dal centro della su- 
perficie sferica, nella quale giace il secondo di essi. 

Corollario. Identico a quello del precedente teorema V. 

Teorema VII. 

Per qualunque polìgono sghembo (escluso il quadrilatero) nel quale quattro 
vertici qualsivogiiano non siano situati in uno stesso piano, ciascuno dei tre &e- 
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guenti prodotti è uguale all'unità positiva o negativa, secondochè rispettivamente 
il numero de' suoi lati e pari od impari : l'* il prodetto dei rapporti, in cui i lati 
del polìgono sono divisi da suoi piani laterali (*), "l"" il prodotto dei rapporti delle 
distanze de' suoi piani laterali dai vertici adiacenti, 3^ il prodotto dei rapporti dei 
seni degli angoli formati da' suoi piani laterali coi lati adiacenti (**). 

Dimostrazione, Dobbiamo dimostrare clie, considerando il poligono sghembo 
A,Ao ... Aft_,/V„ di n lati (Fig. V), ed indicando in generale con R^j il punto, in 
cui il lato A^Ay^i è tagliato dal piano laterale A,., A, A,4., determinato dai suoi 
due lati Aj.,A, , AsA,+, che s'incontrano nel vertice A,, con (A^A^^., , B,. ,) il rap- 

A B 
porto ■ *" !^' , con ct,,j-n > (i,,s4-2 le distanze rispettive di detto piano dai due 

vertici A^_2 , A^+j adiacenti ad esso, e con oL^g^^ , a^^g+j gli angoli formati rispet- 
•tivamenttó dallo stesso piano coi due lati A^^^A^,, , A,4.,Aj+| adiacenti al medesimo, 
si verificano le tre seguenti uguaglianze : 

(A,A, , B,,,)(A,A, . B,^,) . . . (A,A, , B.^^.^JCA.A, , B,^,.,) \ 

X (A,A, , B,,s) (A,A, , B,,,) . . . (A,A, , B,,„.,)(A,A, . B,,,) 

X 

■> (24) 
X (A,,., A,., B,_,,,KA„_,A„, B„_,,,) . . . (A,_,A, , B„.,,„_,)(A„_,A, , B„_,.,.,)l 

X (A,A, , B,,3)(A„A, , B„,,) . . . (A„A, , B„,,_,)(A„A, , B,,,_,) ' 



= (-i) 



n 






(25) 



sena,^2_ . sena,^ 3 ^ sena^,,^,, sen a^^, = (« n» (og) 

sena^^„., sen72„ sena^.,^,,,,' sena«„_j 

Dimostreremo primieramente per induzione la prima parte del teorema , 
espressa dall'uguaglianza (24). Consideriamo perciò in primo luogo il pentagono 



(*) Chiamiamo piani laterali del poligono sghembo i piani determinati dalle coppie 
de' suoi lati contigui. 

(**) Riguardiamo come positivo o negativo il rapporto dei seni dei due angoli 
formati da uno qualunque dei piani laterali del poligono coi due lati di questo adia- 
centi al detto piano, secondochè rispettivamente tali due angoli giacciono dalla stessa 
banda o da bande opposte del medesimo piano considerato. 
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sjjhcmbo A, AjAjA^Ag (Fig. 8") . e conduciamo la diagonale A, A, ed il piano 
Aj A3A5, che la taglierà in un punto C; poi ossorvìarao che dal quadrilatero ri- 
sultante A,A2A3A4, riguardandone i Iati come proiettati dal centro A5 , per la 
prima parte del teorema ÌV si ha : 

(A,A, , B,,,)(A,\, , B,^5)(A3A, . B3,,) (A,A, . C) = + 1 , 

e dal triangolo A4A5\, , riguardando i suoi vertici corno proiettati dal)*asse A^A,, 
per la prima parte del teorema I si ottiene : 

(A, A5 , B^,,^ (A3 A. , Bj^,) (A, A, , C) - - 1 . 

Moltiplicando ora fra loro queste due uguaglianze, si ha Taltra : 

(AiA, , B,^4)(A,A3 , B,,5)(A,A, , B3^,)(A4A5 , B.^KA^A, , B,,,) - -- 1 , 

la quale dimostra che la prima parte del teorema si verifica per un pentagono 
sghembo. 

Consideriamo in secondo luogo il poligono sghembo AjA^ ... A;,A„+| di n + l 
lati (Flg. 9*), e conduciamone la diagonale A«A, , che determinerà un altro po- 
ligono sghembo A,Aj ... A^_,A„ di n lati , pel quale supporremo che si verifichi 
la prima parte del teorema, cioè Tuguaglianza (24). Ciò posto, se indichiamo ri- 
spettivamente con 

i punti, in cui il lato A„A„+, del poligono dato A,Aj ... A,4A„+, è tagliato da' suoi 
piani laterali 

A1A2A3 , A^ A3 A4 , . . . , A„_5 A„_2 A„_| , 

e con 

i punti, nei quali Taltro suo lato A^4.,A| viene segato dai piani laterali 

At A3 A4 , A3 A4 Ag , . . . , A^_j A,j_| ^f^ , 

dal triangolo A^A„4.|A|, considerato successivamente segato dagli n— 4 piani laterali 

A2 A3 A4 , A3 A4 A3 , ... , A„„4 A„.3 A„_2 , A,^_s Aj^.j A„_, , 
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si ottengono le n — 4 uguaglianze rispettive : 

(A„ A,+, . B',,,) (A,+, A, , B^,,,,) (A, A, , B„.,) = + 1 
(A, A^, , B'„,,) (A,^, A, , B,„,,) (A, A„ , B.,,) = + 1 

(A,A,+, , B'^,,_,) ( A,+,A, , B„„,,_,) (A.A, , B,,,_,) = + 1 
(A„A„^, , BV,_,) (A.+,4, , B.+,,,.,) (A,A„ , B«,,_,) = + 1 j 

D'altra parte, se indichiamo rispettivamente con 



(21) 



" I,« » " 2,tt »•••>>> «-3,1 



i punt^ in cui i Iati 



del poligono dato sono ti)g1iatì dal suo piano laterale A,_, A^ A^^., , con 

i punti, nei quali i suoi lati 

A^ A5 , A3 A| , . . . , A|,_2 A^_, 
vengono segati dall'altro suo piano laterale A„ A,^^, A, , e con 



B »,1 » " 4,1 » • • • » ^14-1,1 



i punti, in cui i suoi lati 



'^s A4 , A4 Aj , . . . , A„_| A,^ 

sono taglint dalTaltro suo piano laterale A^^iAfA^, e se conduciamo la diauonnlc 
AjA^^i, dal pentagono sghembo risultante A,., A,^A„^., A, A,, indicando con H.R,! 
i tre punti, nei quali i suoi tre Iati 

A» ^n+ì ' A„+, A, , Aj A^_, 
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vengono segati da* suoi tre piani laterali 

A, Aj A^_, , Aj A^_, A^ , A|| A^^, A, 

rispettivamente , per la prima parte del teorema testé dimostrata per un penta- 
gono sghembo, si ha : 

(A^.,A„ . B;.,^,)(A,A,-f, , HKA„^.A, , K»(A.A, , B',,J(A,A,., . D = - I. (28) 

Inoltre dal nuovo poligono AjA, ... A„_jA^.,, , consi«lerato segato dal piano 
laterale A„A,^.,A, , si ottiene : 

(A,A; , B,,»+,XA,A, , B,,^,,) ... (A«.,A^., , B„.,,„,0(An-|A, , D = + !. (59) 

Se ora conduciamo la diagonale A^A^..^ , che verrà tagl ata dal piano late- 
rale A^^, A| Aj in un punto L, ne risulterà un altro poligono 

A3 A4 ^n-t Afi-i > 

il quale, considerato segato dal detto piano, darà : 

(A,A, , B'3^,) (A,A, . B\^,) ... (A,^, A„., , B ,,,3,,) A,., A, , L) = 4- 1. r30) 

Analogamente , conducendo V altra diagonale A^A^.^ , che verrà segata dal 
piano laterale A^^iA^A^^, in un punto Sf, ne risulterà un altro polìgono 

A2 A3 . . . A^_3 A^_2 , 

il quale, considerato segato da questo stesso piano, darà : 

A(,A3 . B',,J(A3A, , B'3,,,) . . (A„.,A,., , B'«..3,J(A,.3A3 , M) = -h 1. (3 I) 

Se poi indichiamo con L' il punto, in cui la diagonale AjA,,., ò tagliata dal 
piano A^AiAj, poiché essa viene segata dai quattro piani 

A, Aj A3 , A, A3 A^_, , A^^, A| Aj , A^ A| Aj , 

appartenenti al fascio di piani, che ha por asse la retta A,A|, nei quattro punti 
rispettivi A3 , A„.| , L , JJ, mentre il lato A„ A,|+| è tagliato dagli stessi piani nei 
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quattro | unti rispettivi B',, , « H , A„^, , A„ , si verifica la seguente uguaglianza di 
rapporti anarmonici : 

dalla quale si deduce : 

ossia, per un noto principio relativo ai rapporti anarmonici recìproci : 

(A,A,..L1/)(A,A„^,B'„,,H) = +1, 
la quale uguaglianza si può scrivere anche cosi : 

(A, A,„, , L) (A„_, A3 , LO (A^ A„^, , B',^,) (A,,,, A, , H) = + 1. (3-2) 

Analogamente, se indichiamo con M' il punto, in cui la diagonale A^À^.j 
viene segata dal piano A^.^ A„A|, poiché essa è tagliata dai quattro piani 

appartenenti al fascio di piani , che ha per asse la retta A„.« A^ , nei quattro 
punti rispettivi Aj , A^_, , M , M', mentre il lato A„^, A, viene segato dagli stessi 
piani nei quattro punti rispettivi R , B^+i^^., , A„^| , A, , si ottiene : 

(A, A„., MM') = (RB„+,^^., A„^, A,) , 
da cui si deduce : 

(A. A,., , M) (A„., A, , M') (A, A,^, , R) (A«^. A, , B^+,,».,) = + l . (33) 

Inoltre dal poligono suddetto A3 A4... A^.^ A^.^ , considerato segato dal piano 
A^ Af A, , si ha Tuguagiianza : 

(A,A4 , B3,,)(A,A5 , B,,,) . . . (K.zK^t » B^.3,,)(A„.,A„., , B«.,,,)(A„., A, , L') = + 1 , 
dalla quale, prendendo le reciproche de' suoi duo membri, si ottiene Taltra : 

(A4 A3 , B3^,)(A5A4 . B,^,) . . . 
. . . (An-ì A„.3 • B„.3,,) (A„., A„,, , B,.,,,) (A3 A„., , L') = + !• (34) 
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Analogamente dall'altro poligono suddetto A^A, ... A„.3A|i.j, considerato ta- 
gliato dall'altro piano A^^^A^A, . si ha: 

(A, A, , B,^J(A,A3 , B3^„) . . . 
. . • (A„-3 A„.4 , ^n-^K^iK-l An-s » ^n^^.n) (A, A,., , M') = + 1. (35) 

Se ora finalmente si moltiplicano fra loro le uguaglianze (-24) , (21) , (?8) , 
(•29) , (30) , (31) , (3-2) . (33) , (34) , (35) , si ottiene, riducendo poi ed ordinando, 
l'altra : 

(A, A, , B,,,ì (A, A, , B,,») ... (A, A, , B,,,_,) (A, A, B\^J 

X (AjA, , B,,5)(A,A3 , B,,e) • • • (A.A, , B',,,)(A,A3 , B,,,^.,) 

X (A,A, , B,,e)(A3A, , B,,,) . . .'(A3A, , B3^^,,)(A3A, , B',^.) 
X 

X(A^_2Aj,_i ♦ B^_2,«+i)(A/i-2A'«-« I ^ rt-»,i)*"(A«_iA^_i , B^^^ „_5)(A^_2A^., i^n-i.n-A) 

X (A«.,A^ . B'„.,^.)(A«-,A„ , B«.,,,) . . . (A«_,A„ , B^_,^„.J(A„.,A« , B,^,^,.,) 

X (A^A^., , B n.tK^ii^a^i » ^'«,3^ • • • (A^A^+i , B'rt^,|_3)(AnAa^, , B'»,fi-i) 

X (AnfiA, , B„^.|^3)(A,,,.,A| , B;j4.| 4) . . . (A;,^,A| , B^+., ,|„2)(Art+iA, , B^j^, ,|_,) 

la quale dimostra che la prima parte dei teorema si verifica pel poligono sghem* 
bo considerato A^ A, ... A^A„^, di /i+ 1 lati. Cosi essendosi dimostrato che 
la prima parte dei teorema è vera per un pentagono sghembo, e poscia che se 
si vcriDca per un poligono sghembo di n lati , è puro vera necessariamente per 
un poligono sghembo di n + 1 lati , si può concludere che essa si verifica in 
generale. 

Per dimostrare poi le altre due parti del teorema, espresse dalle due ugna* 
glianse (25), (26), consideriamo ancora il poligono sghembo A,A| ... A„.,A^ din 
lavi (Fig. 1*), ed indichiamo in generale per brevità con P« il prodotto dei rap* 
porti , in cui il suo piano laterale A,., A^ A^ ^, , determinato da* suoi due lati 
A|-i Af , A| A|^f , che 8*incontrano nel vertice A^ , divide tutti gli altri lati 

A|Aj , AjAj , ... , A,.4A|.j , A,.3A,.j , A,^|A,^j , A|+3A|^,4 , ... , A,|.,A^ , A,^A| 

non adiacenti al esso piano; poi conduciamo la diagonale Ai.iA^^,, che Verrà 

tagliata dal medesimo piano in un punto K , e quindi osserviamo che dal nuovo 

voL. xxu. 25 
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poligono risultante 

A| À^ • . . Aj.j Ag_j A,^2 -^«+8 • • • ^n-i ^n » 

considerato segato dallo stesso piano A,., A, A,^., , si ha: 

P..(A,.,A,^,,È) = +l, 
ossia : 

od anche, in virtù deiruguaglianza manifesta : 

(A,,, A,., , E) = ^^ = A,,,A,,,scn«,,,^, . 
' ' (/,,,.j A,., A,., sena,,,., 

Kb"! A,.2A,^,sena,,,.j '* 

Se ora finalnnente si moltiplicano fra loro le n uguaglianze analoghe a que- 
st'ultima, che si ottengono riguardando pli n poligoni 

Aj A4 ,.. A^_| A,j_| , A4 Aj .., A^_, A^ , ... , Aj A3 ... A^_j ^n-i 

come segati rispettivamente dagli n piani laterali 

A» A| Aj , A, Aj A3 , . . . , A^ . I A^ A , , 

si osserva che il terzo membro P|p2...P„ deiruguaglianza risultante (essendo 
iiisso manifestamente il prodotto dei rapporti , in cui i lati del poligono sghembo 
fiato A, Aj ... A^., A„ di n lati sono divisi da' suoi piani laterali ora detti) è, per 
la prima parte del teorema testé dimostrata, uguale a (-))", si ottiene, dopo le 
riduzioni : 

sena^^^ sena^^a seng^,,^,, sena^,, _ e d d 

sena|^„./sen«8,„ ' ' * sena^.,^„., 8ena„^„.j 

Corollario. Secondochè il poligono ha un numero pari od impari di lati , il 
numero dei punti d'intersezione del suo contorno co' suoi piani laterali è rispet- 
tivamente pari od impari , se però tali punti sono tutti distinti fra loro , e , se 
non lo sono, esso può essere tanto pari quanto impari, qualunque sia il numero 
dei lati del poligono. 

Maggio 1891. 
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GEOMETRIA ANALITICA CARTESIANA 

PER 

G. BATTAGLINÌ 
(Vedi Voi. XXIX , pag. 132 di queslo Giornale). 

III. 
Il circolo, e sistemi di circoli nel piano. 



1. 
Il oiroolo — La tangente — La polare. 



1. Sia r il raggio di un circolo, e siano (a^b) le coordinate del suo centro 
rispetto a due assi ortogonali ; esprimendo algebricamente la proprietà caratteri- 
stica di ogni punto (x ,0/) della circonferenza, di essere la sua distanza dal centro 
eguale al raggio, si avrà per equazione del circolo proposto 

S = (a? - a)* + (2/ - 6>* - r* = , 
(I) ovvero 

flc' + 1/* - 2 00? - 2 fty + a* + 6* - r* = 0. 

L* equazione (1) prende le forme 

{Cd - 0)* + y* = 1 * , 07* + (y - 6)* ■^- r* , 

0?* + 1/' = r* , 

secondo che il centro del circolo cade sull'asse delle or, sull'asse delle y , o 
ncir origine delle coordinate; e prende le forme 

a;» -j- y« - 2 aa? - 2 6y = , 

secondo che, essendo 1* origine delle coordinate un punto della circonferenza, il 
centro ha una posizione qualunque, cade sulFasse dello x« o cade sull'asse delle y. 
Chiamando 9 Tangolo che il raggio del circolo (1), condotto pel punto ((c,y) 
fa con Tasse delle ascisse si avrà 

aj — a = r cos 9 , y - 6 = r sen 9 ; 

con queste formole si esprimono le coordinate di un punto qualunque della cìr- 
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eonfi^rcnza per mezzo del parametro variabile 9 ; se il centro dei circolo cade 
neirurJgine delle coordinate si avrà più semplicemente 

x = rcos9 , 2/ = rsen9. 

Un'equazione di 2<* grado in x ed y, die lia eguali i coelTicienti dei termini 
in w^ ed y*, e manca del termine in cry, vale a dire un'equazione della forma 

(2) /c(aj« -i- y*) -f fa; + my -f s = , 

(supposti gli assi ortogonali) rappresenta un circolo; le coordinate del suo centro 
ed 11 raggio si otterranno paragonando l'equazione proposta (2) con l'equazione 
generale (1) del circolo; si ha cosi 



onde 



-2a = i- . -26=^ . a*f6*-r» = -i. 






Il circolo avrà il raggio reale, nullo immaginario secondocliè l^ ■{ Vi^^^sk; 

pel raggio nullo il solo punto reale del circolo è il punto (a, 6): pel rajjgio im- 
mii^ìnario tutt'i punti del circolo sono immaginarli. Le coordinate (a. 6) del centro 
del circolo (2) dipendono soltanto dai coefllcienti dei termini di 1*^ grado in a; 
ed yi adunque variando il termine noto nell'equazione del circolo, il centro ri- 
mane sempre lo stesso, e varia solo il raggio. 

Indichiamo con d la distanza di un puntj qualunque p{Xjy) dt 1 piano dal 
cciuro (a , 6) del circolo (1); Fespressione 

S = (a? - ay + (y - by -r^^d^''r^^{d''r){d'{-T), 

si dice la polcnza del punto p rispetto i.\ cìrcolo S= ; essa è positiva negativa, 
secondo che il punto p è esterno interno al circolo ; nel primo caso dinota il 
quadrato della tangente tirata dal punto p al circolo, e nel secondo caso dinota 
{\n valore assoluto) il quadrato della semicorda del circolo perpendicolare al raggio 
che passa pel punto p. La potenza dell'origine delle coordinate rispetto al circolo 
{I) 6 il termine noto della sua equazione, cioè a* + 6*-r*. 

Sa gli assi delle coordinate comprendono un angolo co, l'equazione del cir- 
colo sarà 

(3) (co - ay + (y - ò)* + 2 (x - a) (y ~ 6) costo - r* = ; 
questa equazione sarà raramente adoperata ; essa ha la forma speciale 

(4) fc(a?* -f y* + 2acy cos co) + Ix -f my + s = ; 



Digitized by 



Google 



)( 191 )( 

paragonando tra loro i cocflìcienti dei termini in (3) e (4) si avranno tre equa- 
zióni per determinare le coordinate del centro ed il raggio del circolo rappre- 
sentato dair equazione (4). 

11 circolo (4) si può costruire cercando i punti ove esso incontra gli assi delle 
coordinate; ponendo in (4) j/ = 0, o pure a? = 0, si avrà per determinare le parti 
(X',X"), (ji',pi")> che il circolo taglia sull'asse delle x . o sull'asse delle y, 
Tequazione 

fca5« + te + 8 = , fcj/* + my + 8 = , 
e per le relazioni tra le radici di un'equazione ed i suoi coelTicienti , si avrà 
t(X' + X") = -t , fcX'X" = s ; &(iii'-HJi")=-?w , ftii'ii^^s; 
quindi all'equazione (4) potrà darsi la forma 

a?» + j/* + 2a;i/ cos co - (V + r)x - (|jl' + ix'Oy + ^ (X'X" + jJi'ti") = 0. 

La relazione X'X" = pi'pL" esprimo una nota proprietà delle seganti di un circolo. 

L'equazione (2) , o (4) , del circolo contiene tre soli coefficienti inleterminati, 
tra loro indipendenti (potendosi diviilere l'equazione per /e, o ciò che vale lo stesso 
supporre A; = 1) ; U circolo rimane adunque determinato da tre condizioni. 

L'equazione del circolo in coordinate polari si ottiene (supposto il polo nel- 
l'origine delle coordinate ortogonali, e l'tisse polare diretto secondo l'asse delle 
ascisse) ponendo in (1) a? = pcosO , j/ = psenO; chiamando inoltre D la distanza 
OC del centro C del circolo dal polo 0, e t l'angolo che essa fa con Tasse po- 
lare, sarà a = Dcosx , ò^Dseni; sicché l'equazione (I) si cambierà in 

(5) p* - '2pD cos(6 - X) + D* - r» = 0. 

Se l'asse polare passa pel centro sarà x = , e se inoltre il polo cado sulla cir 
conferenza, onde D = r, l'equazione (5), divisa per p, diverrà p = 2rcosft; se 
poi il polo cade nel centro, onde = 0, l'equazione (S) si ridurrà a p = r. 
Se nell'equazione (1) si pone a = Dcosx , b = Dsenx, verrà 

^* + y* - 2D(x cosx + y senx) + (D - r)(D 4- r) = ; 

ponendo D — r . o D + r , eguale a o , onde D -f r , o D — r , eguale a 5D - o , 
dividendo l'equazione per D , e poi posto D = oo , verrà l'equazione di una linea 
retta 

X cosx -H y senx - a = ; 
operando allo stesso modo sull'equazioDe (5) si avrà l'equazione di una retta in 
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oooriJinate polari 

p COS(Ó -T) - C3 — 0. 

2. Siano un cireolo ed una linea retta 

(1) d7* + y*-r^ — 0. (2) accoscp + j/sen9-c3 = ; 

le ascisse^ e le ordinate, dei loro punti comuni, p'(x' ^y') , p'\x",y"), saranno 
date rispettivamente dalle equazioni che si ottengono eliminando fra (1) e (2) la 
y ^ ì^ OS ^ vale a dire da 

X* - 2c 03 cos 9 + C3* - 7 * sen' ? = . y* - 2c32/ sen 9 + c8* — r* cos* 9 = 0, 

olie danno 

(3) -^ = C3 cos ? ± sen 9 Vr- - C3* , ^, = rasencp Tcostp Vr* — cs' ; 
33 2/ 

tenendo predente l'equazione (2) si vedrà che in queste formolo vanno presi in- 
sieme i segui superiori, ed insieme i segni inferiori : adunque la retta incontra 

il drcolo in due punti, reali, coincidenti immaginarii, seconio che p^cs. 

Tangente al circolo è una retta che rincontra in due punti coincidenti. Se 
la retta (2) è tangente al circolo (I) nel punto (x\y') sarà, per le formolo (3), 
tz^r , ^'^rcoscp , i/' = rscn(p, sicché l'equazione della tangente sarà 

(4) XX' + yy' - r* = 0. 

L'equazione della tangente al circolo (1) nel punto (x' , y') della circonferenza 
ai ottiene in generale nel seguente modo. Consideriamo da principio la segante 
elio coiigiunge i due punti {x' , y') , (ce'' , y") della circonferenza ; la sua equa- 
zione snrà 

x-x' _x' - x'' 

y-y' " y' - y" ' 

Si hanno intanto le condizioni 

x'* + y'* = r* . aj"«+y"» = rS 
a;'«-x"^4-y'*-y"* = 0. 



onde 
e quindi 



x'-x" __ y' + y^' , 
y' - y" "" x'-^x" ' 
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con ciò Tequazione della segante diverrà ^ 

x-x' _ 1/^4- y" 
y -y' ^ ac' + x" ' 

La segante diverrà tangente nel punto {x' ,y') ponendo x" = a)' , i/"=i/'; si avrà 
così per equazione della tangente 

x-x' _ _y^ 
y -y'" 3c' 



I I 



e finalmente riducendo , 

355?' + j/y' - r* ~ , 

come sopra (4). 

Supponiamo che dal punto ro(^o*2/o^ sì voglia condurre la tangente al cir- 
colo (I); indicando con {x' ,y') le coordinate del punto ignoto j/ di contatto 
(siccliè tra esse si abbia la condizione x'* 4- y'* = r*) , T equazione della tangente 
al circolo in questo punto sarà 

(VX' + yy' - r* = , 

e dovendo la tangente passare pel punto {x^ , y^) si avrà la condizione 

^0 ;»' + 1/a 1/' - »** = 0. 

Adunque chiamando ora (x , y) le ignote coordinato del punto di contatto , esse 
dovranno soddisfare allo due equazioni 

(1) a:« + i/*-r« = 0, ,5)- a?oa5 4- y«i/ - r* = 0. 

Risolvendo queste equazioni rispetto ad x e ad jf , come sopra per le equazioni 
(I) e (•?) , basterà porre nelle formolo (3) 

cosy xo sen9 _i/a 

onde 

(6) cos(p=— ^^ , scn?=— JL= , o= ''' 

va?o* + I/o* va?o* + 2/0? VXo* + !/„' 

e si avrà 

„ X' r»Xo± ri/o Vxo' + I/o» -r» y' ^ r^j/p T ra?o Vxq» + i/»*- r» 

^^ X""" a?o* + 2/Q* ' y" »o* + l/.* 
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Secondo che in queste formole si prendono i segni superiori , o i segni in- 
feriori, esse danno le coordinate (x\,y'). o (aj",y") dei punti di contatto p' e 
p" delle due tangenti, che in generale si possono tirare al circolo dal punto p^; 
queste tangenti sono reali, coincidenti, o immaginarie, secondo che si ha 



Xo^ + yo'^rK 



L'equazione (S) , (di primo grado in x ed y) è soddisfatta dalle coordinate 
{x' , y') ed {x'' , y'O dei due punti di contatto p' . p" delle tangenti condotte al 
circolo dal punto Po » ^^^^ ^ quindi Tequazione della retta che congiunge quei 
due punti ; tale retta si dice la polare del punto Po (polo della retta) rispetto al 
circolo ; essa nelle sue intersezioni col circolo dà i punti p' , p" , e le rette che 
li congiungono con Pq sono le tangenti al circolo che passano per Po. 

La polare di Po è perpendicolare al raggio del circolo che passa per p^ , e 
la sua distanza dal centro C del circolo ò terza proporzionale in ordine alla di- 
stanza Cpo 6d al raggio, come risulta evidentemente dalie Tormole (6'. La polare 
è sempre reale anche quando il polo p^ è interno al circolo, e quindi le tangenti 
condotte da esso al circolo sono immag nane ; la polare allora è tutta esterna 
al circolo. Allorché il punto p^ cade sulla circonrcrenza , la sua polare coincide 
con la tangente al circolo in quel punto ; in generale Tcquazione della polare di 
un punto rispetto al circolo ha la stessa forma di quella della tangente in un 
punto del circolo, e lo due equazioni si distinguono soltanto tra loro per la po- 
sizione UqI punto. 

Le equazioni delle tangenti al circolo nei punti p' e p", per le formole (l) 
saranno 



r [ aJOTo + t/j/o - (aJo* + Vo*) 1 + (^J/o - V^o) v^^«* + Vo* - r» =-- , 

r [xxo + yyo - (^o* -i- I/o*» 1 - i^Vo - V^o) VccTTyT-^* = 0- 
Moltiplicando queste equazioni tra loro si ha Tequazione 

r* [ xfl?o + yVo - (^0* + 2/o*) ]* - (a?!/o - yxo)^ (a?o* + i/o* - r») = 0, 

la quale rappresenta complessivamenle le due tangenti condotte al circolo dal 
punto Po ) ^^3^ ^i riduce facilmente ad 

(8) (ce* f 1/ ^ r») (»„« + j/o* - r«) - (xx^ f yyo - r«)* = 0. 

5. Essendo p' e p" due punti qualunque, cerchiamo i rapporti delle distante 
di questi punti da ciascuno dei due punti d'incontro p, e P| del circolo (1) 

ce* + I/« - r* = , 
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con la retta p'p". Le coordinate {x,y) del punto p di p'p", di cui le distanze 
da p' e p" hanno il rapporto k'' : k' sono 

_ &' 05' + k" x" _ k' y' + k" y ' 
^^^ '^-~k''T~k~ ' y k' + k" ' 

sicché se il punto p appartiene al circolo (t) si avrà la condiziono 

(3) k'* (X'* + y'* - r*) + ìk'h"(x'x" + yV - r*) + ft"« (x"» + y'* - r*) = 0. 

I due valori di h'' : h' dedotti da questa equazione saranno i valori richiesti 

dei rapporti - — -' e ^--^. Sostituendo successivamente questi valori nelle for- 
ViP' PtP" 

mole (2) si avrebbero le coordinate (X| ,j/,) ed {x^,y^ dei due punti d'incontro 
y)i . pj della retta p' p" col circolo. 

Se il punto p' appartiene al circolo, Tequazionc (3) dà 

questo secondo valore di — sarà pure nullo posta la condizione 

ri 

(4) a?'x'' + t/'i/"-r* = 0; 

in tal caso i due punti d* incontro p, e p, della retta p'p" col circolo coincidono 
col punto p', vale a dire quella retta è tangente del circolo in p' ; adunque, cam- 
biando in (4) CD" , y" in 0? , 2/ , r equazione della tangente al circolo nel punto p 
sarà, come sopra 



t > 



(5) 05a;' + yi/'-'r» = 0. 

Nella supposizione che p' e p" siano qualunque , i due valori di K' : h!, ra* 
dici dell'equazione (3) , saranno eguali e di segni contrari , vale a dire ì punti 
p, e p2 determineranno con p' e p" rapporti eguali e di segni contrari, e quindi 
saranno le due coppie di punti (p' , p'O e (p| , p,) coniugate armoniche tra loro, 
ponendo la condizione (4); ora cambiando in (4) x" ,y" in x,i/ si ha Tequa- 
zione (5) , che è pure quella della polare del punto p' rispetto al circolo , si ha 
adunque la notevole proprietà che a la polare di un punto p' rispetto al circolo, 
è il luogo dei punti p", coniugati armonici di p', rispetto alle coppie (pi , p^) dei 
punti d'incontro del circolo coti le diverse trasversali condotto per quel punto u. 

Essendo Tequazione (4) simmetrica rispetto alle coordinate dei punti p' e p'\ 
ne segue che se la polare di p' passa per }/', viceversa la polare di p" passerà 
per p' ; quindi so un punto percorre una retta, la sua polare passerà sempre per 
voL. XXIX. 26 
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uno stesso punto, cioè pel polo di quella retta ; e se una retta gira intorno ad 
un punto, il suo polo si troverà sempre sopra una stessa retta, cioè sulla polare 
di quel punto. 

Le due radici fe" : fc' dell'equazione (3) saranno tra loro eguali, posta la con- 
dizione 

(6) (a5'2 + y'« - r^) (x"« + y "* - r*) - (ac' ac" + y' y" - r')* = : 

allora evidentemente i due punti p, e p^ coincideranno in un solo, e quindi la 
retta p'p" sarà tangente del circolo; adunque cambiando in (6) a?',y' inrro.?/©' 
ed x",y" in as.y, Tcquazionc 

(I) (x^ + 2/* - r«) (V + Va' - r^) - (xx^ + yVo - r«)« = , 

rappresenterà, come sopra, complessivamente le due tangenti condotte al circolo 
dal plinto p^. 

So Vequazione del circolo che si considera è data nella forma generale 

(8; (a?-a)*H-(y-ft)*-r* = 0, 

si otterranno le formole corrispondenti a quelle trovate sinora, nelle diverse que- 
stioni di cui si è trattato, cambiando le coordinate x ed y di un punto qualunque 
in 05 — a ed y - ft ; così Tcquazione della tangente al circolo (8) nel punto (x',i/'), 
e requnzione della polare del punto {Xq , y^) rispetto al circolo , saranno rispet- 
tivamente 

(9) (aj- a) (x'- a) + (y- 6)(y' - 6) -r» = , 

(10) (x - a) (0)0 - a) + (y - b) (y^ - 6) - r« = ; 

la condizione affinchè due punti {x' , yO , {x'' , y") siano coniugati rispetto al cir- 
colo sarà 

(II) (x^-a) (OD" - a) + (y' - b) (y" - 6) - r* = ; 

e Analmente Tequazone che rappresenta complessivamente le due tangenti con- 
dotte al circolo dal punto (Xq , yo) sarà 

(1?) Ux - a)« + (y - M* - runico, - o)» + (yo - by - r«] - 

t(aJ-a)(aj„-a) + (y -. 6)(y, - b) - r«l« = 0. 
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2. 

Sistema di due oircoli. 

4. Siano i due circoli 

S, = (ac - a,)* + (2/ - 6|)* - r,» = J5« + y« - 2a| oc - U^ y + s, = , 
S, = (a? - Oj)» + (y - 6,)* - r,* = x* + y* - 2aa a? - 26, y + s, = , 
e consideriamo Tequazione 
C?) (fci + K) S = &, S, + &2 S, = ; 



(1) 



ponendo 






sarà 

(3) S =-. (X - a)« + (y - 6)* - f * = X* + y* - 2a 05 - 26 y + s = , 

Tequazione di un circolo che passa per i punti comuni ai due circoli (1); ed in- 
fatti le coordinate di ciascuno di questi punti annullando S| ed S2 annulleranno 
ancora S. Se It, + A, "= » annullandosi in (2) i termini a secondo grado in> a!>- 
ed y , questa equazione rappresenterà allora una linea retta ; questa retta passa 
per i due punti comuni ai due circoli (1), e rimane sempre reale anche quando 
quei due punti sono immaginari ; essa si chiama perciò segante comune dei due 
circoli, reale ideale (con Poncelet) secondo che ì punti comuni ai due circoli 
sono reali immaginati; essa prende ancora il nome di asse radicale dei due 
circoli. Se i due circoli sì toccano in un punto, Tasse radicale è la tangente co- 
mune in quel punto. 

Rauimentando il signiHcato di S| ed S, , per le coordinate di un punto qua- 
lunque del piano, si vedrà che ogni punto della segante comune S, - S, = dei 
circoli (1) avrà la stessa potenza rispetto ai due circoli ; per questa proprietà la 
segante comune di due circoli si chiama (con Steiner) linea, asse^ di egual 
potenza rispetto ai due circoli. Per un punto qualunque della linea di egual po- 
tenza rispetto ai due circoli S^ ed S, essendo adunque S, = S, , sarà per quel 
punto la potenza rispetto al circolo (ì) , S = S^ = S, , qualunque sia il rapporto 
k^: k^ : i circoli S rappresentati dairequazione (?), variando il rapporto k^: h^ , 
hanno adunque la stessa linea di egual potenza ; segue da ciò che se da un punto 
qualunque p della linea di egual potenza di tutt' i circoli S , esterno agli stessi 
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circoli, si tirano ai circoU \e tangenti, esse saranno eguali, ed il circolo £, che 
ha per centro p e per raggio una di quelle tangenti, taglierà tutt' i circoli S or- 
togonalmente; so p/i il punto p della linea di egual potenza è interno ai circoli 
S, saranno eguali le semicorde di questi circoli condotte per p perpendicolar- 
mente ai raggi che passano per p, ed il circolo 2, che ha per centro p e per 
raggio una di queste semicorde, sarà tagliato da tutt'i circoli S in punti diarae- 
tralmente opposti. 

S h 

Essendo per ciascuno dei circoli (2) -1 = - -^ , sarà costante per ogni suo 

punto il rapporto delle sue potenze rispetto ai due circoli S, ed S^. 
Essendo 

H, = (a? ~ a,) («0 - a,) + iy - 6|) (i/o - &i) - r,« = * 

Ut = (a; - (7,)(a?o - a,) + (y - 6t)(t/o - 6j) - V = , 

le polari di un punto Po rispetto ai circoli S| = ed S, = , sarà 

la polare dello stesso punto rispetto al circolo 

(/Ji + /tj) S = k^ S, + A, S^ = ; 

adunque, variando k^ : k^ la retta II - passerà pel punto d'incontro delle rette 
IIi = ed Il2 = 0, vale a dire « le polari di un punto qualunque, rispetto a tutti 
i circoli che hanno una stessa linea di egual potenza , passeranno tutte per un 
altro punto ». 
Se due circoli 

S = (X - 0)* + (y - 6)« - r* = X* + 2/* - 2a x - 26 y -f s = , 

L = (a? - aj» + (y -'P)« - p* = a?* + 1/- - 2ax - 2? y + a = . 

si tagliano ortogonalmente sarà 

(a - a)* + (6 - P)^ - r» - p* = , 
onde 

(4) (la + òp - ^(s + c). 

Ciò posto ; se i due circoli Si ed S, tagliano ortogonalmente i due circoli 
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£, e £}, sarà 

a, a, + fe| Pi = .^ («* + ^0 » «i «t + ^i P2 = 2 ^^' "^ ^*^ ' 

1 1 

a, a^ + 6, p, = - (s, + e,) , a» «, + b, p^ = ^ (Sj + 0,) , 

e quindi ponendo 

(5) (&, -f- /ft)S = fc, S, + fc, S, = / (X, + x,ì £ = X, S, + X, 2» = , 
sarà ancora 

siccliè i circoli i5) S e £ si tnglìerjanno del pnri ortogonalmente: sciiue da ciò 
clic, variando in (5) i rapporti /c^ : fc, e x^ : x, , si avranno due serie di circoli 
Sei tali che ogni circolo della prima serie taglia ortogonalmente tutt*i circoli 
della seconda serie, e viceversa ; i circoli di ciascuna serie hanno la stessa linea 
di egnal potenza, che è la linea dei centri dei circoli dell'altra serie. I due punti 
comuni ai circoli di ciascuna serie rappresentano circoli di raggi nulli apparte- 
nenti airaltra serie ; essi si dicono i pxinli limili della serie di circoli ; i valori 
di ^2 • ^1 > ^ di '^2 - ^1 ^^^ ^i determinano in (5) si troveranno ponendo nell* ul- 
tima delle equazioni (3) 7* = 0, e poi eliminando traesse a e b^ el analogamente 
operando sulle equazioni corrispondenti a (3) per ì circoli £ ; si troveranno cosi 
le equazioni 

ftf* r,* - h, h, [(a, - a,)» + (6, - 6,)* - r,» - r.« ] + V r^ = , 
(6) 

X,* P,* - X| X, [ (a, - a,)« + (P^ - p.)» - p,* - p,*l + x»* Pa* = 0. 

Prendiamo per assi delle x e delle y le linee dei centri dei circoli S e dei 
circoli £ , le quali evidentemente sono tra loro ortogonali ; le equazioni di questi 
circoli saranno allora della forma 

(7) S = aj* + 1/2 -. 2a X f j>- = , •£ = a?» f y* -^ 2^ y + = , 

e la condizione della loro ortogonalità si ridurrà ad 8+a = 0, sicché s e sa- 
ranno eguali e di segni contrari ; segue da ciò che i punti comuni ai circoli S , 
variando a , ed i punti comuni ai circoli £ « variando ^ , i quali si ottengano po- 
nendo rispettivamente nelle equazioni di S . e di £ , a? = , ed y = , se sono 
reali per S , saranno immaginari per £ , e viceversa; i valori di a, e di p, per 
i quali i circoli S, e £ , hanno i raggi nulli, vale a dire si riducono ai suddetti 
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punii comuni ai circoli £ , ed ai circoli S, sono 

La polare del punto p^ rispetto al circolo S essendo 

(8) xx^ + i/!/o - a (ae + aco) + s = » 

essa, variando a , passerà sempre pel punto p® determinato dalle due equazioni 

•(9) a?aJo + 2/yo + ^ = , oc + a?o = ; 

i punti pQ e p^ saranno ad eguali distanze, in parti opposte , dairasse delle y y 
cioè dalla linea di egual potenza rispetto ai circoli S della serie (7). Le duo equa- 
zioni (9) coincideranno tra loro per Xq^± \JT , j/o = > vale a dire quando Po 
coincide con uno dei punti limiti della serie; ciascuno di questi punti limiti ha 
dunque, rispetto a tutt* i circoli della serie, la stessa retta polare, la quale passa 
per Taltro punto limite, ed è perpendicolare alla retta che li congiunge. Analoghe 
considerazioni valgono per le polari del punto cs^ rispetto ai circoli £ della serie (1). 
S. Essendo dati i due circoli 

(I) S,-(x-a,)H(y-6t)^-V=0 , S,=(a;-a,)H(?/-6»)«-r,*=0 

cerchiamo Tequazìone di una loro tangente comune R. Indicando con (aj|,j/,)C(l 
i^z^Vi) le coordinate dei punti p^ e /), di contatto di R con S, ed S, , e con e, 
e 92 gli angoli , che i raggi di S, ed S, condotti a p, e p^ , fanno con Tasse 
delle X , sarà 

0?, -a, = r, cos(pi . l/i - 6i = r, sen?, ; 
(2) 

Xf - 0^ =- Tj cos 92 ? 2/« ~" ^2 = ^'ì sen e, i 

e Tequaziouc di R avrà Tuna o Taltra delle forme 

(x - a,) cos9i + {y - 6,) sen 9, - r, = , 

{X - Oj) cos 92 + '2/ - fej) sen 92 - r, = , 

sicché s' avranno le condizioni 

^ C0S9, _ scn9, _ a, cos9i + f),sen9, »- r^ 

cos 92 "^ sen 72 "" ^2 cos 9, + b^ sen 92 + r2 ' 

da queste si trae tan92 = tan9| , onde 92 = 9, , pure 9t = 9i + 180* ; nel primo 
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cdso sarà R tangente comune esterna di S, ed S^ , e nel secondo caso tangente 
comune inLerna. Si ha inoltre nel primo caso 

(4) {a^ - a,) cos ?, + (ò, - b^) son ?, + (/', - 1\) = , 

e nel secondo 

(r/| - flj) cos9| f (6, - b^) son 9, -h (r, -!- r^ì = 0. 

Eliminando da (4) l'angolo .9, , per mezzo delle formolo (2) . verrà 

{a^ - flj)(a?, - a,) + (6, - fcj,)(t/, - 6,) 4- r, (r, - i\) = q 1 

pure 

(a, - 0,) (ii7, -- aj + (6, - 6.i) (y , - 6,) + r, (r, -f r^) = 0. 

Segue da ciò che i punti di contatto di Si con le tangenti comuni esterne, in- 
terne, R di S| eJ Sj saranno le intersezioni di S| con luna, con Taltra, delle 
rette 

(«1 - «i) {X - a,) + (fe, - fta) (y - 6|) + ì\ (r, - r^) = , 
(5) 

(a, -a^iX" a,) + (6, - 6») (y - 6|) + r, (r, + r^) = , 

Osservando che Tequazione della polare di un punto (x^ , y^) rispetto al cir- 
colo S, è 

(cco - a^){x - a,) + (2/^ - ?),) (y - 6|) - r,* = , 

si vedrà che la prima , la seconda , delle equazioni (S) rappresenta la polare 
rispetto ad S| del punto (o^o^yo) determinato dal primo, dal secondo, sistema 
delle equazioni 

^» "'- r. + r, ' '^o "'- r, + ^' 
die danno rispettivamente 

» r, -r, ' *^' r,-r, • 
(6) 

r, 0, + r, g , _ r, b, + r» 6, 

"~ r, + r, " ' '-'-" r, + r, ' 
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tn un modo del tutto analogo si può operare rispetto al circolo S, , e si 
perviene alle stesse formole (6). 

I punti determinati dalle formole (6) (che distingueremo chiamando il primo 
0' ed il secondo 0") sono quei punti sulla congìungente dei centri C, e C, dei 
circoli S| ed S^ , Tuno esterno, e Taltro interno al segmento C^ C2 . le di cui di- 
stanze da C| e Ct sono nel rapporto dei raggi i\ e r^ di S^ ed S,. Essi si dicono 
i cenln di simiglianza, l'uno 0' esterno, e l'altro 0" interno, dei due circoli S, 
ed S,. Se da uno dei centri di simigiianza si tirano le tangenti ad uno dei circoli, 
esse saranno ancora tangenti all'altro circolo, e saranno tangenti comuni esterne 
interne , secondo che quel centro di simigiianza è esterno interno. Se nei 
circoli S, ed S^ si conducono due raggi paralleli, la retta che ne congiunge gli 
estremi passerà pel centro di simigiianza esterno, per l'interno, secondo che 
quei raggi paralleli sono rivolti per Io stesso verso, in verso contrario. Se due 
circoli si toccano, il' punto di contatto sarà centro di simigiianza dei due circoli, 
esterno interno, secondo che i circoli si toccano internamente esternamente. 

Riferiamo i circoli S| ed S2 a due loro tangenti comuni , (supponiamo le 
esterne) come assi delle coordinate ; indicando con co* l'angolo da esse compreso, 
e con f, e ^2 1^ lunghezze di queste tangenti, le equazioni di Sf ed S2 saranno 
evidentemente 

S, = X* 4- y* + 2a?t/ costo - 2/,a; - 2 l^y -f /.,* = , 

0) 

St = X* + y* + 2oM/ cosw -ìt^x-^ l^y + fj* = ; 

indicando con ? e 4^ gli angoli che il raggio vettore p , condotto per Torigine al 

punto (x , t/) , fa con gli assi delle x e delle y, si hanno le relazioni 9 + 4^ = 10, 
onde 

sen* 9 + sen*<^ + 2 sen 9 sencj/ cos w = scn* w , 
ed 

^^p^enj; psen9 

"" senw ' ^"^ senio ' 

sicché sostituendo questi valori di x ed y in (7) , i raggi vettori pi e p^ per S« 
ed S| saranno dati da 

t tìA # ^®"9 + sen4; , ,, ^ .• « 8en9 + sen4; ,^ ^ 



senw • senw 



Pi _Pt 



ondo p-=:p. Adunque ce se da un centro di simigiianza di due circoli S, ed 

St si tiri una segante che incontri S, nei punti p,',p,", ed S, nei punti Pt'»Pi"> 
si potranno far corrispondere questi punti in modo che 
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essendo /, e l^ le lunghezze delle tangenti condotte da ai circoli S, ed S, , f| 
ed i\ i loro raggi ». Da (8) osservando che Opi'-Op|" = V » Opj' • Op," = /,* , si 
ricava 

(9) 0p/.0p," = 0p/'.0p,' = ^«,- 

Riferiamo ora i circoli S| ed S, n due seganti qualunque condotte pel centro 
di slmiglianza 0, come assi delle coordinate; indicando con Tangolo da esse 
compreso/ le equazioni di S^ ed S^ saranno della forma 

Si - a?* + y* f 2 xy cos 4- ^ as + m, y + 8, = , 
(10) 

Sj = ac* 4- y* + 2a5J/ cosO + /^ ac + w^ y -f s, = , 

e sarà s, = /,* , 8^=:^*, indicando con 1^ e /, le lunghezze delle tangenti con- 
dotte d;. ai due circoli. 

Ebsendo per due raggi vettori p, , p, di questi circoli , condotti per l'origine 
nella stessa direzione , 

'i "" '. ' 
sarà 

(11) 'j-^k^i , ^ = :^ = m. 

'i 'a 'I '2 

quindi l'equazione della linea di egual potenza di S^ ed S^ sarà 

(12) to + my + («, + /,) = 0. 
Siano 

le parti 

(OL/ , OL/'j , (OL,' , OL/') , (OM/ , OM/') \ (OM,' . OM,") 

che i circoli S| ed S| tagliano sugli assi delle ce e delle y ; si avranno le equa- 
zioni di rette 

A, jX, A| 1*^ 

le quali, osservando che deve aversi 

M 'a u 't '« 'a U h 

voL. xxrx. 27 
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diverranno rispettiv.amente 

sicché saranno parallele tra loro le rette L,'M,',L,'Mj'. e le rette L/'M,'', L,"Mt". 
Addizionando poi le equazioni delle rette L,' M,' , L," Mj" , o pure delle rette 
L,"M|", Lj'M}', si ha la stessa equazione 

('*^ «'(xT + F') + «(Ì^ + i7')-('' + '*> = ^- 

adunque essa rappresenta la retta che congiunge il punto dMncontro di 

col punto d'incontro di 

Ora cercando i punti d'incontro dei circoli S, ed Ss con gli assi delle coor- 
dinate, tenendo presenti le forniole (11) e (13), si avrà 

1 I _ t l _ 

Tcquazione (14) si ridurrà con ciò a (12), e quindi le retto (L/ H|' , L^" M,") , 
le rette (L," M/' , V M^') , concorreranno sulla linea di egual potenza dei cir- 
coli Si ed Sj. Per questa proprietà due circoli si possono considerare, in due modi 
diversi, come figure omologiche, rispetto a ciascuno dei due centri di simiglianza 
come centro di omologia ; in un modo Tasse di omologia è la retta alPinfinito del 
piano (sicché Nomologia è propriamente simiglianza), e neiraltro modo Tasse di 
omologia è la linea di egual potenza, o segante comune, dei due circoli. 

3. 

Sidtema di tre oircoli. 

6* Siano i tre circoli 

Si = (05- aO* + (y - 6|)« - r,* « x* -f y* - Sa, ce - 2fc, j/ + 8, = , 
(1) Sj = (a? - o,)« + (1/ - 6,)* - fjj* = 0?* + 1/« - 2a, a? - 26» 1/ + Sj = , 
S, « (a - a,)» + (y - 6,)* - r,« = 05* + 1/« - 20, a - 263 1/ + «5 = 0. 
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Gli assi di egual potenza di questi circoli, combinati a due a due, csscn<1o 
rappresentati dalle equazioni 

m 8,-83 = , S3-s, = o , s,-s.=o, 

la di cui somma è ideuticamente nulla , lo tre rette (2) concorreranno in uno 
stesso punto p ; questo punto ha la stessa potenza rispetto ai circoli (1), poiché 
per esso si ha S| = S, = 8, ; si chiama perciò p centro di egual potenza rispetto 
ai circoli 84,82 , 83 (centro radicale rispetto ai tre circoli). Segue dulie cose detto 
che , essendo dati due circoli 8, ed S, , per costruire il loro asse di egual po- 
tenza (quando i punti comuni ai due circoli fossero immaginari) basta segare S, 
ed S2 con un altro circolo 83, tracciare gli assi di egual potenza rispetto alle 
coppie di circoli (84,^3) ed (83,83), ed il loro punto d'incontro apparterrà al 
cercato asso di egual potenza rispetto ad (S, , S^) ; cambiando il circolo 83 si avrà 
similmente un altro punto detrasse cercato, il quale resterà cosi determinato; 
pure dal primo punto già determinato dell'asse richiesto, si condurrà la per- 
pendicolare alla congiungente dei centri di S, ed 83, la quale sarà Tasse cercato. 
Consideriamo Tequazione 

(3) (K + ^2 + h) 8 = fr» S, + ^383 + A-, 83 = ; 
ponendo 

(4) ^^Mi+fr«(VtM« ^^ fc,fc|-f/r 36 3+fr3/>3 ^^Ksrjjh^t±jhSs 

sarà 

8 = (a? - a)* + (y - 6)* ~- r* = a?* + y* - 2ax - 26i/ + s = , 

Tequazione di un circolo che ha con 8| , 83 , 83 lo stesso centro p di egual po- 
tenza; ed Infatti essendo per p S,=S3-83, sarà per lo stesso punto 8=81=82=83, 
qualunque siano i rapporti k^ : k^ : ^3. 

I circoli 8 rappresentati dall* equazione (3) , variando i rapporti A*, : h\ : A', , 
(i quali costituiscono una serie doppia di circoli) hanno adunque lo stesso centrò 
p di egual potenza: segue da ciò che se dal punto p, -supposto esterno ai circoli 
S, si tirino ai circoli le tangenti, esse saranno eguali, ed il circolo!) che ha per 
centro p e per raggio una di queste tangenti, taglierà tutt' i circoli 8 ortogonal- 
mente; se poi il punto p è interno ai circoli 8, saranno eguali le semicorde di 
questi circoli condotte per p. perpendicolarmente ai raggi che passano per p, ed 
il circolo £ che ha per centro p , e per raggio una di queste semicorde , sarà 
tagliato da tutt* i circoli 8 in punti diametralmente opposti. 

8e due circoli 

S = (a? - a)* + (t/ - 6)* - r* = 05* + 1/* - 2a a - 2 61/ f 8 = . 
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e 

I ^ (r - «;« + ry - f )« - p« = 0?^ + j/*- - 2aj; - 2?»/ + o - , 

si tagliano ortogonalmente sarà, come si è già veduto , 



onde 
(5) 






Ora se i tre circoli S^ , S^ > S^ sono tagliati ortogonalmente dal circolo £, sarà 

sicché queste equazioni determinano £ , e la sua equazione si potrà porre sotto 
la forma 



(6) 

Ponendo poi 
sarà ancora 



x^ + y* , X , y ,1 



I 



= 0. 



*2 , Oj , 6j , 1 I 

I 



(fti + fej + A,) S := A, S, 4- A, Sj + ^8 Sa = , 



sicché i circoli S e £ si taglierunno del pari ortogonalmente. 

Il circolo S si ridurrà ad una linea retta ponendo la condizione A,4-/tt+ft5=0; 
porremo allora 



e sarà 



fc'(S, - S,) + /e" (8, - S,) + fc'"(S, - S,) = , 



Tequazione di una linea retta appartenente alla serie doppia (3) ; questa retta 
passa evidentemente pel centro di cgual potenza rispetto ai circoli S , o sia pel 
centro p del circolo £ , e sega questo circolo , come è chiaro , ortogonalmente ; 
essa sarà asse di egual potenza rispetto ad una serie semplice di circoli, appar- 
tenente alla serie doppia dei circoli S. 
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Tra i circoli della serie ve ne sono di quelli che hanno i raggi nulli , o sia 
che si riducono a semplici punti ; questi si dicono i punU limiU della serie di 
circoli ; si vedrà facilmente che tali punti saranno i punti di S ; per trovare la 
relazione che ha luogo allora tra fc, ./Cj^^s. dalFultima delle equazioni (4), in 
cui si ponga r = , si eliminino a e 6 per mezzo delle altre due ; si otterrà cosi 
la relazione richiesta 



(7) Vr,* + 



*« ^«[(«2 - ^«)* + (6« - b,f - )V - r,»] - . . . = 0. 



Se poi tra le stessa equazioni (4) , posto r .•= , si eliminino i rapporti 
K' Ht'h^, e si mutino a o & in a? ed y , si avrà T equazione della locale dei 
punti limiti della serie di circoli S, o sia Tequazione di Z, sotto la Torma 






05- 'V 2/* - 83 



= 



che si riduce facilmente ali* equazione (6). Sì perviene ancora immediatamente a 
questa equazione ponendo h-h^-^h^^-h^, ed eliminando le k tra questa equa- 
zione e le (4) , facendo come sopra nelf ultima di esse r = , e cambiando a e 
6 in 07 ed y. 
Essendo 

H, = (aj - a,)(a3o - a,) -f (y - 6,) {y^ - 6,) - r.* = . 

(8) H, = (a?-a,ì(Xo-aj) + (y-6,)(yo-b3)-V = 0, 

H, = (a? - o,) (aJo - a,) + (y - 63) (y^ - 63) - r,* = , 

le polari di un punto po rispetto ai circoli 84 = , Sj = , S, = , sarà 

{h, + ^2 + ftj) H = n, n, + Aj H, + ^3 H3 = , 
la polare dello stesso punto rispetto al circolo 

(il + fc, + &3) S = fc, S, + fcj Sa + fc, Ss = ; 

se il punto Po è tale che le tre rette H, , H2 , IIs concorrono in uno stesso punto 
V^ I P^r questo punto passerà sempre la retta H , qualunque siano i rapporti 
/ti : h^ : A3 , vale a dire le polari di quel punto Po rispetto a tutt* i circoli S (fella 
serie concorreranno nello stesso punto ffi ; ed allora è chiaro che viceversa lo 
polari di p^ rispetto a tutt'i circoli S concorreranno nel pun'o Pq. I punti }>o e 
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p^ sono coniugati rispetto a tutt*i circoli S della serie. L'equazione della locale 
comune dei punti Po e p^ si otterrà eliminando da (8) {x^ , j/*), o pure {Xq , y^); 
si avrà cosi Tequazione 



che si trasforma in 



a? - a, 


. !/-'»« , 


atX + b,y-8, 




ffi - Oj 


. y- 1*» . 


a^ + b^y-st 


= 


X -Oj 


. y-h . 


«3« + b,y - .«, 




in 








oc -a, 


. y-b, 


1 




ac-ff. 


> y-h 


, ac* + ì/« - 8, 1 


= 0, 


; 00- Of 


, y - b» 


, X* + 1/* - 8, 1 





cioè nell'equazione di £ ; adunque « il circolo £ , che sega i circoli S della serie 
ortogonalmente, è la locale dei punti Pq , per ciascuno dei quali le polari rispetto 
a tutt*i circoli S concorrono in uno stesso punto p^ , ed è anche la locale di 
questi punti di concorso ». Rammentandosi che due di questi punti corrispondenti 
Po e p^ debbono trovarsi ad eguali distanze, in partì opposte, rispetto a ciascun 
asse di egual potenza appartenente alla serie dei circoli S , il quale passa sempre 
pel centro p di £ . si vedrà che i punti p^ e p^' sono diametralmente opposti in £. 
7. Considerando i circoli S, , S^ , S, siano 

(0/,0;') , (O.',O.'0 . (0,',03") 
i centri di sìmiglianza, esterno ed interno, rispetto alle coppie di circoli 

(i^, , S,) , (S, , SO . (S, , S,) ; 

si avrà la proprietà che i tre centri di simiglianza esterni, come pure un centro 
di simiglianza esterno e due centri di simiglianza interni , si trovano per dritto. 
Infatti considerando la retta di cui le distanze dai centri dei circoli S, , S^ , S, 
sono nei rapporti dei loro raggi , (presi tutti e tre positivamente) r^ ^r^ ^r^ , si 
vedrà facilmente che alla sua equazione può darsi la forma 



(il 







X 


» 


y 


> 


1 


«t 


» 


ft. 


» 


1 


«t 


» 


6, 


J 


1 


a, 


9 


6, 


9 


i 



= 0; 
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ora rammentandosi le coonlinate dei punii 0/, 0,' ^O^', il determinante (1) potrà 
trasformarsi in 



0,0? ,1/ 1 

, «,' , y,' I 
, »,' , yi 1 







X 


. y 


, 1 


= 0, 


sia 


i 










i».' 


. yt' 


. 1 






^,' 


. 2/s' 


, < 



= 0, 



sicché la retta (1) passerà per i punti (O/.O,'); in modo analogo si mostrerà 
che essa passa per i punti (0,' , ò/) , e per i punti (0/ , O2') , vale a dire por i 
tre punti (0/ , 0/ , 0,'). Cambiando il segno al uno dei raggi r, , r, , r, si dimo 
streranno gli allineamenti 

(0/ , 0," , 0,") , (O; . O3" , 0,") , (0,' . 0/*' , 0."). 

La retta (I) si dice asse di simiglianza dei tre circoli ^,,8^,8,; tre circoli 
adunque danno luogo a quattro assi di simiglianza. 

Proponiamoci ora il problema di determinare un circolo S che tocchi tre 
circoli dati S, , S, , S3. Per fissare le idee supponiamo che £ tocchi i circoli dati 
tutti e tre esternamente ; si avranno le tre condizioni 

(2) a,a+b,p-l(s,+o)r=-r4p , a,a+6,p - -(s,+o) = -r,p , 



essendo 
(3) 



^3^ + <>«?- 2 ^*» + ^) ^ "". ^'8? 1 



= a* + f * - p» ; 



eliminando e p fra le equazioni (2), e poi cambiando a e ^ in x ed j/, si vedrà 
che il centro (x ^y).dì Z apparterrà alla retta che ha per equazione 



(*) 



a,x + fc,t/-^«, , 1 



= 0, 



I c»a? + 6a2/-g«3- , I , r, 
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questa retta è perpendicolare oTidentemente ali* asse di simiglianKa (I) dei tre 
circoli dati ; inoltre potendosi dare a (4) racilmentc la forma 

ri (S, - S,) + r. (S, ^ S,) -h r, (S, - S.) = , 

la retta (4) passerà pel centro di egual potenza dei circoli S, , S^ , S,. 

Cambiando il segno ai raggi r, , r, , r^ le equazioni (2) esprimeranno le con- 
dizioni aOinchè il circolo I sia toccato da tutti e tre i circoli S| , S, , S, interna- 
mente; ora con questo cambiamento di segno F equazione (4) rimane inaltenita, 
quindi sulla retta rappresentata da questa equazione si troverà il centro di un 
circolo £' che tocca S, , S, , S, esternamente, ed il centro di un circolo l" che 
sia toccato da ^,,82, S, internamente. I raggi di £' e £'' saranno, in valore as- 
soluto, le radici deirequazione di 2® grado in p che si ottiene sostituendo in (3) 
i valori di a,^,o tratti da (2) . e che rimane inalterata cambiand<^ simultanea- 
mente i segni a p e ad ?*« ^r^^Vj^; vi sarà adunque un solo circolo £' ed un solo 
circolo 2". 

Consideriamo ora due circoli £4 e S^ , ciascuno dei quali tocchi i due circoli 
S| ed Ss esternamente. sia toccato da essi internamente; in ogni caso, attri- 
buendo un segno conveniente <ii raggi r, ed i\ di S4 ed S^ e p« , p^ ^^ ^1 > ^1 « 
si avranno le condizioni 

a,a, + 6,p,--(8, f o,) = r,p, , o^a. + òj?, - ^(^z'\-o,) =r^p^ . 

(5) 

1 1 

«1 «1 + 6i Pi - 2 ^''* "^ ^^ " ^*P* ' ^*** "^ ^»^* "^ 2 ^** '*' ^*^ "^ ***^*' 

Da esse si trae 

Oi («1 - «0 + 6, (pt - Pi) - 2 ^^« " ^*^ " ^' ^P' "* P»^ ' 

Oi(«. - «i) + fci(Pi - Pi) - 2 (^Ji - <^i) = r,(p, - p,) , 

(a^fi - a|f |) («I - ai) -f (6,r, - b^r^) (p» - Pi) - J (fj - fi) (0, - a,) « , 
sia 
(6) (a, - «i) fl?,' + (P, - ^1) y,' - ^ (0* - 0,) = ; 

cambiando il segno ad una dei raggi fi , fi verrebbe invece 
(1) («i - «1) ^s" + (Pi - Pi>2/«" - 5 (^4 - e,) = ; 
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l'equazione (6) o (1) esprime che Tasse di egual potenza dei circoli £, e ì)^, vale 
a dire la retta rappresentata dall'equazione 

passa pel centro di simiglianza 0,', o pure 0," , dei cìrcoli S, ed Ss » secondo 
che r, ed r^ si prendono con lo stesso segno, o con segni contrari). 

Per la simmetria delle equazioni (5) ribpetto alle coppie di circoli (I^ , E^) 
ed (S, , Ss) j si vedrà del pari che Tasse di egual potenza dei circoli S, ed S, passa 
pel centro di simiglianza, esterno o interno, dei circoli £, e Dj. 

Segue dalle cose dette che se 1' e I" sono i due circoli , Tuno che tocca 
S| 9 Ss , S, tutti e tre esternamente, e Taltro che è toccato da tutti e tre inter- 
namente. Tasse di et^ual potenza di £' e £" passerà per 0,' , Os' , 0,\ vale a dire 
sarà Tasse di simiglianza (1) dei tre circoli S, , Ss , S, , ed il centro di simiglianza 
interno di £' e £'' apparterrà agli assi di egual potenza delle coppie di circoli 
(Ss » S,) , (Ss . S|) , (S, ,8s)* ^^lo ^ ^^^^ coinciderà col centro p di egual potenza 
rispetto ai tre cìrcoli S| , Ss , S,. 

Siano (p/ , Pi") , (ps' , Ps") , (Ps' , Ps") i punti di contatto , esterni ed interni, 
di S' e I" con S, , Ss , S, ; le rette p/ p," , ps' Ps" » Ps' Ps" concorreranno nel 
centro di egual potenza p , ed i loro poli rispetto ad S, , Ss , S^ cadranno sul- 
l'asse di simiglianza (1), sicché viceversa i poli di quest'asse rispetto ad S|,Ss.Ss, 
cadranno su quelle rette Pi* Pt" , Pi' Ps" » P»' P3'' ; adunque per determinare i punti 
di contatto di £' e Z" con S| , Ss* S, basterà trovare ì poli p, ,PsiP3 delTasse 
di simiglianza (I) di S, , Ss , S, , rispetto ad S^ , Ss , S, -, le rette pp^ , p^s 1 PPz » 
che li congiungono col centro p di egual potenza rispetto ad S, , Ss , t^s , deter- 
mineranno in S, , Ss , Ss i punti di contatto richiesti. Cambiando il segno ad uno 
dei raggi dei cìrcoli S, , Ss , Ss si otterranno analogamente i circoli che toccano 
uno dei circoli dati esternamente internamente, e sono toccati dagli altri due 
internamente esternamente ; basterà considerare, invece dclTasse di simiglianza 
(1) di S|,Ss.Ss, gli altri tre assi di simiglianza di questi circoli. 

La costruzione generale del problema si adatta f^icilmente ai casi speciali, 
quando uno più dei circoli dati si riducono a punti, a linee rette. 

4. 

Questioni diverse sui circoli. 

8. Sia un circolo qualunque rappresentato dall'equazione generile, con tre 
coefficienti indeterminati , 

(!) X* -f y* + te + rwi/ + s = ; 

▼OL. XXIX. 28 
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se esso passa per i tre punti 

Pi (^i . Vi) . Pi {Xt , Vt) , PsCXs , j/s) 
si avranno le equazioai di coadizione 

aJf* + !/i* + te, + my, -I- 8 = , 
^t + 2/i* + tej + mi/, + 8 = 0. 
aJa* + 2/5* + tej + mi/3 + 8 r= , 

sìcclm eliminando da (1), per mezzo di queste, i coefficienti indeterminati /,tn,s, 
si avrà per equazione del circolo che passa per i tre punti dati 



(2) 



a?* +y* 


5 


X 


y 


1 


».* + !/.* 


f 


OBt 


. y. 


, 1 


aJ,* + y,» 


) 


«t 


2/2 


1 


a;,» + y»* 


» 


«i 


y* 


1 



= 0. 



Sviluppando questo determinante secondo gli elementi della prima colonna, 
ed osservando che i determinanti minori corrispondenti dinotano i doppi delle 
arL'c dei triangoli che hanno per vertici i punti p « Pi » P2 > Ps della circonferenza 
combinati a tre a tre, si avrà (indicando con 1* origine delle coordinate che è 
un punto qualunque nel piano del circolo) 

(3) Op,*-trian. p p, P3 + Op,*- trian. pp^p^^^ Op,» trian. p p, Pi - 

-Op«-trian.p, p, Pj = 0, 

equazione la quale esprime una proprietà di quattro punti qualunque di una cir- 
conferenza. 

Si moltiplichino Tra loro le due seguenti maniere equivalenti di scrittura 
dell equazione (2) 



a?»+i/* , -2aj , -2y ,1 

»!*+!/,* , -2a5| , -2i/, , 1 

«iHl/,» . -2x. , -22/, , 1 j 

aJi*+l/8* , -2aj5 , -21/3 , 1 ! 



=^0, 



t . 05 .1/ ,»*+!/* 

1 , a?, , 1/1 , a7,Hy,* 
1 , ^2 , 2/i , a5j*+ì/,« 
1 , «3 , ì/j , ccj^!/,* 



= 0; 
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verrà : 








PPi* 


> 


PPt* 


. P Ps* 


(4) 


PfP* 
P»P* 


, 
. PiPi* 


> 

» 


Pi Pi* 



. Pi P* 
> P»P»* 




P»P* 


. PjPi* 


> 


P»Pt* 


. 


sviluppando 













= 0, 



(5) 



PPi^'Pi Pa* + PPi* -Pa Pi* + PPs* 'Pt P2* 



+ 2(pp,*-p,p,* -pPs^-PfPi' + PP»*-PiP»*-PPt*-P2Pi* + PPi*-P2Ps*-PP2*-P8Pi*) = 0. 
e sotto altra forma del determinante 

. PiP2-7^P8 . PsPi-PPj » Pilh'VPi 

PtPt'PPi y y PiPs'PPi j PaPi-PP* 

PsPrPP2 . PtPa-PPi » , P|P2-PP3 

PiPs-PPt » PsPrPPt , PiPfPPs » 
Analmente , ponendo 

PPrPtP» = L . PPi-P«Pi = M , pPs-p,P2 = N, 



(6) 



= 0, 



(1) 



(L + M + NKM + N - L)(N -h L - M) (L + M - N) = 0. 



Ciascuno dei fattori di quest'ultima equazione, eguagliato a zero» esprime il 
teorema di Tolomeo sul quadrangolo iscritto in un circolo. 
9. Le polari dei punti P| e P2 rispetto al circolo 



^* + 2/*-r« = 0, 



essendo 



^^'i + yyi - r* = , 



ed 



35^2 + 2/J/2 - r« = , 



se s* indicano con S, e S^ le distanze di ciascuno dei due punti p^ , p^ dalla po- 
lare deiraltro, e con p| , p2 ^^ distanze degli stessi punti dal centro del circolo, 



Digitized by 



Google 



)( 220 )( 
sarà 



(1) 8 _ 3g| a;» + y. Vt - *•* ^ g ^ a,a;, + i/,i/,-r» 

onde 



P. " 



Tale a dire « le distanze di quei punti dalle loro polari scambievoli sono propor] 
rionali alie distanze degli stessi punti dal centro del circolo ». 

Se dei punti Pi.Pt^Pz si prendono le polari P2' p^ . Pi Pi' > Pi Pi rispello 
al circolo 

X* 4 y* — r* = , 

esse determineranno un triangolo p/Pj'Ps', di cui i vertici Pi ,Pt\P9 saranno 
rispettivamente i poli dei lati P2P3 » PsPi >Pi Ps ^^l triangolo piP^Pj. 

Questi due triangoli si dicono coniugati rispetto al circolo; un triangolo può 
essere coniugato di se stesso rispetto al circolo, ed allora ogni suo vertice è il 
polo del lato opposto. Due triangoli p^p^Pj , Pi'Pt'Ps'» coniugati rispetto al cir- 
colo, sono omologici^ cioè le rette p, p,' , pj p,' , p^ p,', che congiungono i loro 
vertici corrispondeiUi concorrono in uno stesso punto : infatti le equazioni delle 
rette p^'Ps' iPi'Pi' >Pi'P»'. polari dei punti p«,Pt,P3 rispetto al circolo, saranno 

(5) acas, + t/y, - r* = , . . . p\ p', , xx^ -f i/yj - r* = 0, ... p'^p\ , 

e le equazioni delle rette p, p'i . Pip'^ » PìP'ì (rammentando la forma dell'equa- 
zione di una retta che passa pel punto d'incontro di due altre rette), saranno 

(aw7,+y|/8-r2)(aj^a,4-yiy5-^^)-(»a?3+yys-r^)(x,aj2+y,y,-r»)= ..p^p\ , 
(3) (aca5,fyy3-r*)(x2a5,+y2y,-r*)-(aKB,4-yyi-r»)(a5jaj,+y2y3-r^^^ 

(a^,+yy,'r*)(X3X,+y3yj-r*;-(aBX2+yy2-r«)(x3a;,+y3y,-r2)=0...p3p'3; 

ora la somma di queste tre equazioni è nulla identicamente, dunque le tre rette 
da esse rappresentate passano per uno stesso punto. 

10. L*equazione della retta che congiunge due punti p' e p'' del circolo 

(1) a?* + y*-r*=0, 
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si può scrivere sotto la forma 

(2) (x - co') {X - X") + (2/ - y') (y - y") = ojH- y- - r* ; 

infatti, distruggendosi in questa equazione i termini a 2® grado nelie coordinate 
X ,y , essa rappresenterà una linea retta, e questa retta passerà per i punti p' e 
p" poiché le coordinate di questi punti verificano Fequazione, tenendo presente 
che essi appartengono, per supposizione, al circolo. 
Sviluppando, e riducendo Tequazione (2) verrà 

(3) X (x' + a?'') + y (y' + y") - (oc x" + y' y" + r») = ; 

da questa, facendo coincidere tra loro i due punti p' e p'', si ha la nota equa- 
zione xx' + yy' — r* = 0, della tangente al circolo. 

Ora indichiamo con 9' e 9'' gli angoli che i raggi condotti ai punti p' e p'* 
fanno con Tasse delle x ; si avrà 

a;' = rcos9' , y' = rsen9' ; «"-rcos?" , y" = rsen9'', 

onde sostituendo in (3) verrà 

a?(cos<p' + cos<p") l-y(scn9'+sen9") — ^[1 -f cos(9' - 9")] = , 

quindi, essendo, per la trigonometria , 

cos 9' + COS9" = 2 cos ^ cos , sen 9' + sen 9'' = 2 sen * cos ' , 



1 + COS (9' - 9") = 2 cos« ' /^ , 



verrà 



(4) oj cos ^—^ + y sen ^ /^ - r cos ^ ^ = 0. 

0' -4- ffl'' 

A questa equazione si può pervenire immediatamente , osservando che è 

Fangolo che la perpendicolare alla retta j>'p" fa con Tasse delle ascisse, e che 

^t _ m" 

r cos ■^^— — è la distanza della retta stessa dalTorigine delle coordinate. 

Ponendo 9" = 9' si avrà di nuovo T equazione della tangente al circolo nel 
punto p', sotto la forma 

(5) ce cos 9' + y sen 9' — r = ; 
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« 

vìceversii se una retta ha Tequazione della forma (S) , essa sarà sempre tangente. 
variaiiiJo 9', al circolo (1); più generalmente se una retta ha Tequazione della 

forma 

(a3 — a) cosqp' + (2/ - 6) sen 9' - r - , 

essa sarà sempre tangente, varian^io 9', al circolo 

(a?-a)« + (y-6)*-r* = 0. 

Se Po è '' P^'o ^®^** ^^^^^ ^^^ rispetto al circolo (I), questa retta avrà per 
equazione arcco + l/J/o - ^* = , sicché dal paragone di questa equazione con (4), 
m avranno per le coordinate di po '^ formole 

- ?' + 9" 9' + 9" 

cos ^ ^ sen ^ ^ ■ 

t«) ^o-r , , 2/o = r — -,,. 

cos ^ cos ^— ^-^ 

Come applicazione di queste formole ad un esempio, supponiamo che la corda 
p';/^ del circolo sottenda al centro un angolo costante 20; T equazione (4) e le 
rarmglc (6) diverranno 



X cos ^ -h y sen ^— ~ — r cos = , 



9' + 9" ^9' + <P" 

cos^^--^ seni-^ 



coso "'' coso 

aicchc la retta p'p" sarà sempre tangente al eircolo 

x« 4- y^ - r« cos* = 0, 
ed il suo polo Po apparterrà sempre all'altro circolo , 

*^ cos* 6 
11, essendo dato il circolo 
(1) x» + y*-r*«-.0, 

si voglia iscrivere In esso un poligono p'p" . . . p^**^ in modo che i suoi lati 
p'p'^ , ;y'p'" , . . . p^^^p' passino rispettivamente per i punti dati Pt f Pj , . . . p„. 
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Sia il centro del circolo; s'Iscriva il poligono aperto p' p" . . . ]/*)p(*+0 in 
modo che i lati passino rispettivamente per i punti dati Pi i Pi» ••• Pn* Sia Tan- 
golo p^*^Ox = ?^'\ e siano a?o]/i 1^ coordinate di p^ , si avranno evidentemente 
le condizioni 

a?, cos ^ ■- + 2/i sen ^ ^ - r cos -^-^ = , 
z *» ^ 



(2) 



(p"+«"' 0"-\-9"' Cp"-©'" 

OC, cos ^'^-y^ + Vt sen ^ Y~ "" ** ^^^ 2^ "^ ^ ' 



(p(«)4,m(«+l) «(»)4.(p(»+0 «(»)-m'"+<) 

a?, cos ■'^ — ^^ + y^ sen -J^ — ^ r cos - — ^ = , 



onde 



(3) 



(r + a?|) tan |- tan ^ - 1/1 (tan |- + tan ^) + r - a?, = , 
(r + a?2)tan y tan-^ - l/i^tan-^ f tan-^j +r-aji = , 

-,(n) 5(11+1) / -,(n) p(«+0\ 

(r + a?Jtan y tan '— y^ V*" V "^*''^° 2"/ + ^ -a^» = ^• 

Apparisce dalla forma di queste equazioni che eliminamlo tra esse successi- 
vamente ?", 9'" , ... op^"\ all'equazione finale in 9' e 9^*^'^ potrà darsi la forma 

(i) (r + a) tan ly- tan y - (? + s) tan ^ (p - s) tan «l- + r - a = 0. 

Ora affinchè il poligono iscritto p'p" ... p('*^p(''+') risolva il problema bisogna 
che sia chiuso ^ onde 



quindi si avrà da (4) 



tan ~- = tan y = tan |.; 



(r + a) tan* | - 2p tan | + r - « = 
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a cos 9 + P sei) f = r 



- = o . j = b; 



le due equazioni 
(1) x*+2/^ = r«, (5) f- + 6^ = * 

faranno conoscere le coordinate (se , y) del primo vertice del poligono cercato. 

Conviene però determinare a e 6. A tale oggetto supponiamo che a 9'=:0 
corrisponda 9^*"*''> = ?© > ^^ * 9^*^*^ = ^ corrisponda 9' = 9- ; r equazione (4) darà 

(? + s) tan ^ = r - a , (r + a) tan ^^ = p + 5, 
onde 



(r + o)tan|itan^ = r-a, 



e per conseguenza 



(6) (r + a) tan ^ tan ^ + r - a = 0. 

Questa equazione essendo simile alle (3) dimostra, in modo analogo ad esse, 
che il punto delibasse delle x che ha per ascissa a, sìa il punto d'incontro di 
quell'asse con la retta (5), ed i punti Po'*"*^*^ ^ P's del circolo (I) determinati 
dagli angoli 9^ ^ 9k ^^^^ P^^ dritto. Quindi la seguente costruzione del proble- 
ma : <t Si tiri nel cerchio un diametro qualunque PoPt!^^*^9 Riscrivano il poli- 
gono aperto Po' pj' • • • Po^"^ Po^"^*^ tale che i lati passino rispettivamente per i 
punti dati Pi , Pt • • • Pm ed il poligono aperto p^^*^'^ p„^"^ . . . p^'' p,t' tale che i 
lati passino rispettivamente per i punti dati Pn>Pi,.| , ...Pi ; sia A il punto d'in- 
contro del diametro Po' Pic^*"*"*^ ccn la retta Po^""*^'^ p/ ; considerando un altro dia- 
metro qualunque del circolo , con costruzioni del tutto simili alle precedenti , si 
determinerà su questo nuovo diametro un altro punto B ; la retta AB intersegherà 
|1 circolo in due punti p/ , p/ , i quali saranno i primi vertici di due poligoni 
che risolveranno il problema. 

12. Se in uno qualunque dei due punti d'intersezione di due circoli S, ed S^ 
si tirano lo tangenti a questi circoli, l'angolo da esse compreso (ovvero ran- 
gole compreso dai raggi condotti ai loro punti di contatto) si dice rangole sotto 
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il quale quei circoli si tagliano; si avrà evidentemente 

(ttf - a*)* + (fci -- K)* - ^«* - fj» = - 2 r^r, cos , 
o pure 

1 

(1) a, 0, + 6| 62 - ^(s, + sO = '•f r^ eosO ; 

i circoli si toccheranno internamente esternamente , secondo che si ha ~ , 
06=1:. 

Considerando le due serie di circoli 

tali che i cìrcoli di ciascuna serie, aventi la stessa linea di cgual potenza, taglino 
ortogonalmente i circoli delFaltra serie, se sMndicano con e ( gli angoli secondo 
i quali si segano i circoli (S4 , S^) ed i circoli (2), , l^) » > valori di h^ : ^i , e di 
X2 : X| corrispondenti ai punti limiti delia prima, e della seconda serie, saranno 
dati rispettivamente dalla prima, e dalla seconda, delle equazioni 

(2) V^,*+5ft,Vi»'tCOse+V2*=0 , x,«p4H2X|X,p,p,cosf-|-X2»p,*=0. 
Se poi si considera la serie dei circoli 

(», + ftt + /i,) S = ht S, + /i, Sj -f /i3 S3 = , 

che hanno lo stesso centro di egual potenza, i valori di /e, : k^ : k^ corrispondenti 
ai punti hmiti della serie soddisfcranno all'equazione 

(3) /t,*r|*4/t2VjHV'*i*+2A,ft,r,r,cose|+2/t,ftjr5r,cos6,+2ftiVt^VOsOj=0, 

essendo 6| , 0, , 63 gli angoli secondo i quali si segano rispettivamente le coppie 
dì circoli (S, , S3) , (S, , S,) ,(S,,Sj). 

i5e una retta P = sega il circolo S = sotto l'angolo ^ , saTh P tangente 
al circolo concentrico ad S e di raggio rcos4^; quindi se la retta P sega i duo 
circoli S| ed S, rispettivamente sotto gli angoli 4| e ò, , sarà P tangente comune 
ai due circoli concentrici rispettivamente ad S, ed S^ , e di ragjii r, cos^j^, ed 
r» cosd/j , quindi P passerà per uno dei duo centri di simiglianza di questi cir- 
coli ; questo centro di simiglianza si cambierà nell'altro cambiando uno dei due 
angoli ({;, e ^^ nel suo supplemento. Se ^1 = 4^2 = ^ i suddetti centri di simiglianza 
coincideranno con i centri di simiglianza dei circoli S, ed S2, qualunque sia <}/, 
sicché ogni retta P, che passa per uno dei due centri di simiglianza di S| ed S„ 
segherà questi due circoli sotto un medesimo angolo. 
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Supponiamo ora che il'circolo £ = seghi il cìrcolo 8 = sotto rangole ^; 
indicando con D la distanza dei centri di questi circoli, sarà 

sicché, tenuto costante il raggio p di S , il suo centro apparterrà al circolo, con- 
centrico ad S, di raggio I), e varian lo il centro sul detto circolo, 2 sarà sempre 
tangente ai due circoli, concentrici ad S, e di raggi D - p e D + p Segue da ciò 
che, essendo dati due circoli S, ed S^ , si potranno costruire con grande facilità 
coppie di circoli £| di dato raggio, che seghino S, ed S^ sotto angoli dati ci, e 
(|^2 9 i circoli di ciascuna coppia essendo simmetricamente situati rispetto alla con- 
giungente dei centri di S, ed S, ; casi particolari di questi circoli £ sono le rette 
P che segano S, cH S, sotto gli angoli ^, e à^. 

Se il circolo I taglia i circoli S, ed S^ sotto gli angoli 4;, e ^^ sarà 

(4) a, (X+&iP = 2 (^'+°) == ^^ P ^^^*' ' o^a+bjP - - (s^-^-o) = r,pcos4;, , 

sicché considerando il circolo 

(ft. + ft,)S = ;i,S, -f-/Ì4S, = 0, 

che ha con S| ed Sj lo stesso asse di egual potenza, onde 

/r^^T^j-M, , fc, b, + fr t 6t M«+J^« 

^^ At + fr. ' k.-VkT ' fr* + *. ' 

determinando l'angolo ^ per mezzo della relazione 

(6) (/f , + A-,) rcos^ ^ k^ r^ cos ^| -f fr, r^ cos 4^ , 

ed osservando che da (4) e (5) si deduce 

oa-f 6^-5(3 + o) = r p cos 5^ , 

si vedrà che ogni circolo S, il quale sega S, ed S^ sotto gli angoli ^^ ^ ^tt 
segherà il circolo S sotto Tangolo ^ ; in particolare le due rette P che segano 
S| ed Si sotto gli angoli ^^ e ^^ segheranno ancora il circolo S sotto l'angolo 
<]/. Se rantolo ^ é dato, si potrà determinare il rapporto h^ : fc, in modo che il 
circolo S seghi S sotto Tangolo (|/; a tale cITetto eliminando r tra Tultinaa delle 
equazioni (S) (6) , ponendo per a e 6 i valori (5) , ed indicando con l'angolo 
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sotto il quale si segano i cìrcoli S, ed Sj , ondo la (I), si troverà l'equazione 

fti*r,»(cos*^-cos<I/,)+2ftjftjr,rj(cos%osO-cos|4COs4j)H^^V2Vcos^<^-cos*4'2) 
(1) sia 

(/it'/V+2;iift,r^r2COsOt V2')cos«(^-(ft,r^cos'|, + /str2cosc|^,)*^0, 

per determinare il rapporto cercato k^ ; fc,. Questa equazione rimane inalterata 
cambiando l'angolo ^ nel suo supplemento ; adunque « nella serie dei circoli 8, 
che hanno uno stesso asse di egual potenza , vi sono due circoli fissi , i quali 
segano ogni circolo -, che sega due circoli S^ ed S^ della serie sotto angoli dati 
(j;, e «Pi . Tuno sotto un angolo dato cp , e l'altro sotto il suo supplemento. Per 
(J; = , «1^ = 180'*. si hanno due circoli S che toccano ogni circolo 2, l'uno S' 
esternamente , e Taltro S" internamente. Questi circoli S' ed S" si costruiscono 
facilmente, osservando che il circolo il quale sega ortogonalmente S, , Sj ed uno 
dei circoli £ incontra S nei suoi punti di contatto con S' ed S". 

L'equazione J) sarà un quadrato esatto per cos<|^ = 0, o sia (p = - , che dà 

fc, r^ cos ^, + fcji r^ cos 4^2 = » 
e per 

cos*^ sen*0 = cos*c|;, -f cos*^'*- 2 costici cos 4^2 cosO , 
che dà 

A, r^Ccos^/j - cosO cos^,)-/t2r2(cosò, - cosOcosd;^) = ; 

se inoltre 4/ = 0, o «|^ = Tr, sarà 6 = 4^1 + ^2, e si avrà 

A, r, sontj;, - ft, r, sen^j^, = ; 

in ciascuno di questi casi vi e un solo circolo S della serie che sega ogni circolo 
I sotto l'angolo dato ^. 

Essendo dati tre circoli S^ , S2 , S, , o-i^ni retta P che passa per uno dei centri 
di simiglìanza di due tra essi segherà, come si è già veduto, questi due circoli 
sotto uno stesso angolo ; quindi i quattro assi di simiglìanza di quei tre circoli 
sono le rette che li segano tutti e tre sotto uno stesso angolo , sotto il suo 
supplemento. 

Supponiamo ora che il circolo 1 seghi i tre circoli S, , S, , S, rispettivamente 
sotto gli angoli '}^^ » 4^2 • ^1 t ^» avranno le condizioni 

I 1 

a^a -f 6^?- -(.?. + ^) = r,p cos 4*, , o^a -^ b^^-'-^(Si + ^) :- r. j/ cos ^/^ 1 

1 

(8; aja -I- b/^ - - (s^ + ^) = 1-3? cos 4^3 ; 
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sicché considerando il circolo 

{h^ + ftj + ^3) S = hi S, 4- ;tj S, -h ft, S3 = , 

che ha con S, , S, , S, lo stesso centro di egual potenza, onde 

determinando l'angolo ^ per mezzo della relazione 

(10) {k^ H- /r, + k^)rcos^ = Ar^riCOStj/i + ^trjcost^, + k^r^cos^^ , 
ed osservando che da (8) e (9) si deduce 

aa + 6p - 5 (s + 0) = r p cos ^ , 

si vedrà che ogni circolo Z che sega S, , St» S, sotto gli angoli 4^1 * d'i* ^3 ^^' 
gherà il circolo S sotto Tangolo ^. Se l'angolo ^ è dato si potrà trovare la re 
lazione tra i rapporti A| , ^2 > ^s afTinchè il circolo S se^hi £ sotto 1* angolo ^; 
a tale effetto eliminando r tra l'ultima delle equazioni (9) e (10), ponendo per 
a e b i valori (9), ed indicando con 0, , 6, , O3 gli angoli sotto i quali si segano 
rispettivamente le coppie di circoli (S2,Sj),(SjjS,),(S, ,Sj), si troverà l'equazione 

7i,*r,* (cos*tj^-cos*4/,) + ... + 2;i2ft3rjr3(cos*4/cos0,-cos4;2cos«|;5) + ... = 0. 

(11) sia 

(fti*r|* + ... + 2/tjft3r2r3COsO, H- ...) cos*4*-(7Ì4r, cos^;, 4 ...)* = : 

adunque « nella serie doppia dei circoli S che hanno uno stesso centro di egual 
potenza, vi è una serie semplice di circoli fissi S^ i quali segano o<>ni circolo I, 
che sega tre circoli 81,82,83 della serie doppia sotto angoli dati <l^i , 4^^ , 4^3 1 
sotto un angolo dato ^, sotto il suo supplemento ». In particolare per 4=^0, 
4^ = 11» si hanno i circoli S^ e 8^ che toccano £ internnmente esternamente- 
Considerando nella serie doppia dei circoli 8 quelli che hanno uno stesso asse 
di egual potenza, tra essi ve ne saranno due appartenenti alla serie S^ dei cir. 
coli fissi. 

L'equazione (11) sarà un quadrato esatto per cos4^ = , 4^ = !r, che dà 

&, r, cos4'i + ^2 ^2 cos4'2 + *8 ^s 0054^» = ; 

in tal caso i circoli 8„ hanno tutti lo stesso asse di egual potenza , segante co- 
2 
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roune dei tre circoli 



Si ??— = — ^^ ^^— = — ^^ ?^— =:0- 

r^cos^'i rjcostj's ' facostpa r, costpi ' ricostpi rjcbs^^i"* ' 

essi taglieranno ogni circolo £ sotto Tangolo dato 4^ = ;^ , cioè ortogonalmente ; 

se tra i circoli S della serie doppia si considerano quelli che hanno uno stesso 
asse di egual potenza, uno solo tra essi si troverà tra i circoli S^. 

L'equazione (ti) si decomporrà in due Tattori di primo grado, omogenei in 
*i , *» , ^3 > quindi la serie dei circoli S^ si decomporrà in due serie . per cia- 
scuna delle quali i circoli S^ hanno uno stesso asse di egual potenza , quando 
posto 

sen*0 = I - cos*6, — cos*0, - cos^O, + 2 cosO, cosO, cosO, , 

cos 0, = cos 6| cos 63 + sen 0, sen 65 cos O, , cos 0, = cosO, cos 0, -1- sen O5 sen O, cos 62 * 

COS63 = cos 6, cosO} + senO, sen 0, cos 63 , 

si ha la relazione 

cos^tp sen*6 - sen^ft^ costipi + ... — 2 sen 0, senO^ cos*!;» cos^jCOsG, - ... ; 

questa per ^I^^^O, ^= 180**» dà una condizione tra gli angoli 0^ e ^^ ; in cia- 
scuno di questi casi particolari tra i circoli S della serie doppia, che hanno uno 
stesso asse di egual potenza, vi è un solo circolo S^ appartenente a ciascuna delle 
due scric, nelle quali si è decomposta la serie generale dei circoli S^. 

Segue dalle cose dette che il problema di determinare un circolo £ che seghi 
tre circoli S, , S, . S3 sotto angoli dati 4^1 ^^s , i(z si può ridurre aifaltro di deter- 
minare un circolo £ che tocchi tre altri circoli ; supponendo successivamente 
fc^ = . fr| = , /£3 = , questi altri tre circoli avranno rispettivamente lo stesso 
asse di egual potenza con una delle coppie di circoli (S^ , S,) , (S, , S,) , (S, , S,) , 
e come si è veduto sono determinabili facilissimamente. 

La ricerca dei circoli £ che seghino i circoli S, , S^ , S3 sotto gli angoli 
^1 « 4^1 « 4^8 > ^^\X^ i loro supplementi, può farsi però direttamente nel seguente 
modo , analogo in parte a quello tenuto per la ricerca dei circoli che tocchino 
tre circoli dati, internamente esternamente. 

Le coordinate (a,^) del centro, ed il raggio p di un circolo richiesto £ deb- 
bono soddisfare alle equazioni (8), essendo inoltre 

(12) c^a* + ?«-p^ 

eliminando tra le (8) p e e, e cambiando a e ^ in a; ed j/ , si vedrà che il centro 
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(X , y) di S apparterrà alla retta r che ha per equazione 



(13) 



«, 05 + />, 2/ - - 82 , 1 , rj cos (j;, 



^saJ + ^sy - 2*^» » 1 . r,cosd/3 



= 0; 



la retta r è perpendicolare evidentemente alla retta R rappresentata dulT equazione 



(14) 
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= 



che è asse di simigllanza dei tre circoli S,** , S,^ , S^® rispettivamente concentrici 
ai circoli S, , Sj , Sj , e di raggi r, costp, , r^cosd/, , rjcos^j^a; la retta r passa 
inoltre pel centro di egual potenza di S, ,8^,8, , potendosi dare alla sua equa- 
zione la forma 

(Sa - S,) r, cosi, + (83 - 8,) r^ cos «J/, -f (8, - Sj) r, cos tj;, = 0. 

L*equazione (13) dipende solamente dai rapporti tra i coseni degli angoli <]/i ^'s.^'s) 
sicché la retta r è il luogo dei centri dei circoli I , quando, variando quegli an- 
goli» rimangano gli. stessi i rapporti dei loro coseni. Inoltre Tequaziono (13) ri- 
mane inalterata cambiando tutti e tre gli angoli ^1 . <]^s » ^3 nei loro supplementi 
Ti - «J^i , 1: - (j/j , lì — «pa , sicché sulla retta r si troverà il centro di un qircolo 2' che 
sega 81,82. 8, secondo gli angoli 4^1 , 4^1 1 4/3 , ed il centro di un circolo 2' che 
sega 8, , Sj , 8, secondo gli angoli u - tj;, , u — 4^, , 1: — ^3. 1 raggi di I' e 1" sa 
ranno, in valore assoluto, le radici tloirequazione di 2® grado in p, che si ottiene 
sostituendo in (12) i valori di a,^,G tratti da (8), e che rimane inalterata cam- 
biando simultaneamente i segni a p ed a cos^/f , cos(p2 » c^s^p, ; vi sarà ilunque 
un solo circolo 1' ed un solo circolo 2". 

L*equazione (14) della retla R dipende pure solamente (iai rapporti tra i coseni 
degli angoli 4^1 1 ^2 . ^s ì ^^ questi rapporti sono eguali airunità, vale a dire se 
Z sega Sf , 82 , 83 sotto uno stesso angolo d/ , la retta R diverrà asse dì simi' 
glianza dei circoli 8, , S^ , S3. 

Consideriamo ora due circoli 2| e I^ » ciascuno dei quali seghi il circolo S^ 
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sotio l'angolo ^t . ed il circolo S, sotto l'angolo (pt ; si avranno le condizioni 

o,«i + 6,P, - 2(8i + «,) = r,p,costp, , a,a, + 6tp, --(?, + o,) = r,p, C084»,, 
15) 



(la esse si trae 



1 

«, («. - «i) + fti (?i - P»> - .7 ("• - ^t) = (P. - Pi) r, cos 4*. , 



a* («» - «») + f>t (?, - Pi) - 2 (<>« - «*) ^ (Pi - P») ''» cos 4»» 



sicché ponendo 



, _ fl, r ,cos<i)2 - fltr,co s<{>, , _ ft,r,cosi j' » -6tr)C0S<{»t 

verrà 



' r^ cos 4^2 - ^1 COS'I, ' ^* rjcos^j^j - r, cos^l^, 



(16) (or. - a,)x,' + (p, ~ ?2) !/3' - 5 (^i - 5,) = ; 

cambiando uno degli angoli ^, , o ^j/j , nel supplemento it - 4^, , o t: - (j;^ , e 
ponendo 

' r, cost^j + ricoscp, ' r, cos^i + r^oos^i', 

verrebbe invece 

(H) (a, - 04) a?," + (p, -^ ?,) i/s" - -^ (a, - c.) = ; 

Tequazione (16). (i1) esprime che Tasse di egual potenza de! circoli £, e £, , 
vale a dire la retta rappresentata dairequaziono 

(ai. - aa) 00 + (Pi - p,) y ^ g {g, -^ a,) = , 

passa pel punto (fl?j',2/j')» pel punto (a?," ,1/5''), che sono i due centri di sirai- 
glianzH dei circoli S«'\ S," rispettivamente concentrici ad S, ed S, , e di raggi 
Ti costi, ed r|Cos(p|. 
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Ponendo 

P2 ^i " Pt «t p _ Pt Pt - Pt Pi -_ P2gt-' Ptg> 

Pi-P« Pi -Pi Pa-Pi 

dal primo e dal secondo dei sistemi delle equazioni (15) si dedurrà 

(18) a, a + 6, p - I (8, -I- o) = , ed a^ a 4- 6, g - ^ (8,4- o) = , 

queste equazioni esprimono che il circolo S determinato dalVequazione 

V_ p,Z,-p,£, 
^^ Pt - Pi 

e che ha evidentemente con £, e 1^ lo stesso asse di cgual potenza, sega orto- 
gonalmente i circoli S| ed S,. 

Segue dalle cose dette che se £' e I" sono due circoli, l'uno che sega 
S, , S, , Sj secondo gli angoli 4'i , ^^i , ^^s , e l'altro che li sega secondo gli angoli 
tr — 1|/, , Tc = t|/j . it = ij , Tasse di egual potenza di V e Z" sarà Tasse dì simiglianza 
R, rappresentato dall'equazione (U), dei tre circoli S,*^ , S,® , S^® rispettivamente 
concentrici ad S, ,8^,83, e di raggi riCos^)', , r^costl^t , fs^^os^^j, ed il circolo 
£0 , che sega i tre circoli 8, , 8, , 8, ortogonalmente, avrà con V e £' Io stesso 
asse R di cgual potenza. Da ciò e facile dedurre la costruzione del problema pro- 
posto; determinato Tasse di simiglianza R, ed il circolo Z^, ogni circolo £ che, 
avendo con Zq per asse di egual potenza R, e sega uno dei circoli dati, p. e. 
B| sotto Tangolo 4^1 , segherà gli altri duo circoli dati 8, ed 83 sotto gli angoli 
^2 e (ps ; la determinazione di £ non presenta diiUcoltà. 

Le altre soluzioni che ammette il problema proposto si otterranno conside- 
rando, invece delTasse di simiglianza R dei circoli 8,® , 8,® , 8,®, gli altri tre assi 
di simiglianza R| • R^ , Rs degli stessi circoli , cambiando uno degli angoli ifi nel 
suo supplemento r^-ifi- Se (]/, = (p2 = 4^3 = 4^ » S^i ^ssi di simiglianza R,R|,R2>R3 
di 8|® , 82^ , 83^ diverranno gli assi di simiglianza di 8| , 8, , 83 , e la costruzione 
del problema procederà come sopra; per d; = 0, (p^ic, si avrà una soluzione 
del problema dei contatti dei cerchi , in parte diversa da quella data preceden- 
temente. 

Finalmente possiamo , per le cose dette , risolvere ancora il problema r es- 
sendo dati quattro circoli 81,82,85,84 determinare i circoli £ che li seghino 
rispettivamente sotto angoli ignoti 4^1 . ^« , ^3 , 4^4 , essendo dati però i rapporti 
tra i loro coseni ». Combinando i circoli proposti a tre a tre, si potrà, per cia- 
scuna combinazione 234, 314, 1*24, 123 degT indici, costruire il circolo ortogonale 
£i<^ , £2® , £3^ , £4® dai tre circoli, e conoscendo i rapporti tra i coseni degli angoli 
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^i, costruire gli assi di simiglianza (R^ . R^, . R^ »R,») pcr i cìrcoli corrispondenti 
S«® , Sj** , S/ , S^*^ rispettivamente concentrici ad S, , S, , S, , S^ e di raggi 

r, cos^^i , rjcoscj^s » ^scostpj , r4C0s«J;4; 

i punti d'incontro di ciascun circolo ortogonale ip con un corrispondente asse 
di simiglianza R, apparterranno ad un cìrcolo richiesto X , di cui si potranno de- 
terminare in tal modo 8 punti. Se gli angoli ignoti 4^» debbano essere tutti e 
quattro eguali tra loro, ed eguali ad un angolo ignoto ^ , onde i rapporti tra i 
loro coseni eguali airunità , si camb^eranno gli assi di simiglianza relativi alle 
terne dei circoli S^-"*, negli assi di simiglianza relativi alle tettle corrispondenti 
dei circoli dati S^. 

(nonllnua) 



VOL. XXIX. 3J 
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SULLE FUNZIONI DI n VARIABILI REALI 



NOTA 



D I 



GIULIO GIULIANI. 



1.® Nella nota (*) Sulle funzioni di n variabili reali clic soddisfano alla 

{Giorn. di Malem. Voi. XXV) ho dimostrato come i teoremi che dà il sig. Appel 
nella prima parte della sua memoria Sur Ics fonclions de trois variablcs réelks 
BUlisfaisanl à Véqualion différenUclle AF = 0. (Ada Matlicmalica voi. 4) possono 
facilmente essere estesi al caso di n variabili reali. Senza fermarmi a mostrare 
come per le funzioni di n variabili renli debbono modificarsi le dimostrazioni dei 
signori Casorati ed Appel dei teoremi di Weìerstrass e Mittag Lefflcr 
{Casorati. Aggiunte a recenti lavori dei signori Weierstrass e Mittag 
Leffler sulle funzioni di una variabile complessa. Ann, di Malem. Scric H. 
tomo X.-Appel Sur une classe des fonclions de dcux vuriables indépendanlcs. 
Ada Matli. voi. 2**) accennerò piuttosto come debba farsi per n variabili reali 
la dimostrazione che degli slessi teoremi ha dato il prof. Dini (Di ni. Alcuni 
teoremi sulle funzioni di variabile complessa. Colleclanea malliemaiica in vie- 



(*) Alla quarta pagina della nota citata deve leggersi 
dove è detto del grado — (w + 1) si legga invece del grado - (n +p — 1) e dove è 
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tnoriam D. Cheli ni) Siano le n variabili reali indipendenti X| . . . x«; si intro- 
ducano le coordinate polari, ponendo 

oCp =^ 8cn2, sen 3, . . . senSp^, cosz^ (p = 1 , 2 , . . . n - 1) 
(Cji = p senZf sen;z2 • • • sen2„.| 

S,« = P« senz^^, senz^,* • • ■ «enzp.,^, cos^p (p = 1 , ^ . . . n - 1) 
««,• = P« sen z,^, sen Zj^, ... sen s^_^^, 

cosY,= - senz, senz,^^ . . . sen2,^_, senz,^_, jCOsz,^cos2,„^, + 

+ senzi senZi, . . ". senjz„_, senz,,.,^^. 
Per costruire una funzione che si annulli soltanto nei punti (a,, a^, . . . a„^) 



(s = ! , 2 . . . oo) e lim Va^,* + . . . + a,„* = . 



e in questi punti diviene intlnitesiroa delFordine vì, basterà costruire il prodotto 
infinito 






TT/j ^ ^fip.cosT. -p^^y, 



Q deternnìnare le funzioni ?« tali che siano convergenti incondizionatamente e in 
egual grado le due serie 



£[!^,o,(,_??iii?=T^!).,,] 



^1 r ^ ] zp, C08- 

2a\~Y. 2pp,cosT, -p* p; 



2p ,co8Y.-p * . dcp, 
^ +7^ 



e la seconda quando si voglia applicare la derivazione rispetto a p , eccetto nei 

2p?, cosY, — p* 



punti (^ij^^ai • • . a^is)* Osservando che pei punti pei quali 



P/ 



<1, 
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sì ha 

,.„/, 2pp.co8T.-p* ^ _ 2pp.co8Y, -p* 1 /•2p£^osv-p*\» 

^v ^7 ; ^ 2-v p.» >> - • • • 

? ^1 ■ 2pp,cosY,-p« 

2pp.cosTf.-p* p.» 

P.* 

e che a partire da un certo valore dì s in poi è — — —i — ^ inferiore a un 

Pi' 
numero finito, si possono fare considerazioni analoghe a quelle del prof. Di ni 

e dimostrare col metodo che Egli ha dato anche il teorema del sig. Hittag 

Lcffler. 

2. Cerchiamo ora l'espressione di una funzione di n variabili reali che in 

punti dati (a,, ^2» • • • ^m) 

(s = l ... 00 e lira Va*,, + . . . + a*„, - oo ) 
prenda valori prestabiliti 0, Poniamo per questo 



2p?5_cosY, - p*y ^<P, 



^^IIQ- ^^^'"'?"" ) 



con 



-o*\' 



I y 1 /2pp^osT^-^\ 



e i numeri p, scelti in modo che 4^ rappresenti una funzione continua che si an- 
nulla soltanto nei punti (a,, ...a„,). Si ponga poi 



00 



f. 



1 A _ ?pp,C08T«-pV T, 

dove le /", sodo funzioni tali che la serie ^ 7^ ( con (F), è indicato il valore 



Digitized by 



Google 



)( 237 ){ 

che nel punto (a,^ . . ,a„g) ha Fj sia convergente in tutto il campo delle varia- 
bili eccetto al più nei punti (a^, . . .a„g). Si trovano facilmente funzioni che sod- 
disfano a questa condizione, come per esempio /"^ = (cosY«y* Abbiamo 

1 ^ P» / ,+1 ^ Pi / 

dalla quale si vede che (a\ > (t^\ - (A diverso da zero). La quantità 



è eguale a i per p = p, y, = ed è zero per p = p» . Y» = (m = 1 . , . s - 1 , 
8 + 1 ... 00) , quindi 



^(U).(l-2PP^«Jii:P!y> 



sarà la funzione cercata, quando sia dimostrata la convergenza della serie. Poi- 
ché, qualunque sia s , è 



-j — < B (B finito) 



/, ^PP.cosY.-p^ Yc"^' 



indicando con il massimo valore assoluto delle 6,, la convergenza della serie 
precedente dipende da quella deiraltra 



ABO 



y -^ 



che e convergente per il modo col quale sono state prese le f,. Lo stesso pro- 
blema per il caso delle funzioni di una variabile complessa fu risoluto dal pro- 
fessore Cazzaniga (Annali di Matcvialica , Serie li, tomo X). 

3.^ Lasciando da parte le proprietà che si hanno per le funzioni di n varia- 
bili reali e che potrebbero dedursi dai teoremi di Wei e r Strass e di Hittag 
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Lcffler mi limiterò a osservare che si hanno funzioni di 7i variabili reali sem- 
plicemente periodiche (Appel: Afcm. c(7.-.lc/a MalhcinaUca voi. 5) come la fun- 
zione deflnita dalla 



/ (X| , OCj , ... OGf^ = ^ 



ì 



IWa • « . Wl^= — OO 



[{oci + m^)^ + . . . -I- (aj^ + m J« + a]' 



s intero positivo e a> t. Per questa si ha evidentemente 

f{x^+ 1 ,a?j, . . . a?„) =^ /•(«, ,Xj+ I .: ..a?J = . . . =r(aj| ,«4, . . .a?^+ I). 

Questa funzione semplicemente periodica e col periodo 1 può trasformarsi in 
un* altra 7) volte periodica coi sistemi di periodi 

5io,, , 2(o,j , . . . , 2(0,^ (s = I , ^ . . . n) 

quando (Weierstrass, Einigc auf die Tlieorie der analyiiscken FuncUonen 
mt'hrer Verànderlislicn sich bcziehende Sàlze. Abkandlungcn aus der Funclio- 
nenlehrey pag. 159) alle variabili x si sostituiscano le y date dalla 



purché il determinante 



Wi 



w,. 



to, 



w. 



sia diverso da zero. 
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SULLA 
RIDUZIONE deli; EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 

ALLA FORMA CANONICA 
NOTA 



DEL 



Prof. GIOVANNI PENNACCHIETTI 



Mi sembra che il seguente metodo «ii riduzione dciroquazioni dilTerenziali or- 
dinario alla forma canonica sia di qualche utilità al calcolo integrale, e che, in 
particolare, applicato alla meccanica, potrà essere di giovamento nei casi, in cui 
non esiste una funzione potenziale. 

L Sia 

^=Y, (8 = 1.9,...i«) (1) 

un sistema di m equazioni dilTerenziali ordinarie, ridotto alla furma normale, nel 
quale l è la variabile indipendente, le y^ sono m Tunzioni incognite di /, e le Y, 
sono funzioni date di (, 2/i , t/t > ••• 2/m* Supponiamo che m sia pari ed eguale a 
2fi. Il caso che m sia dispari ed eguale a 2a- 1 , si può far rientrare nel caso 

precedente, aggiungendo Tequazione -~^ = al sistema dato , con che il nuovo 

sistema ammetterà Tintegrale 2/tM = c, essendo e una costante arbitraria. 

Se rispetto al sistema (I) è soddisfatta la condizione che esso si possa di 
Tidcrc in due gruppi di equazioni : 

dj/r Y ^y«±!l-Y rr = l 2 n) 

di (i( "" ' \^f — I , 6 , . . . fi; 

tali che Tesprossione : 

- Y«^, dy, • Y«^, dya - . . . - ^u dw« + Y| cfy«+, + ...+¥« dy,^ (2) 
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sia il differenziale esatto di una funziono H dello Tariabili t , y,, il sistema dato 
è canonico, cioè avrà la forma : 






dt Vy/ 



essendo 



H = J (- Y,+, dy, - Y,„ d}/, - ... - Y,. dy, + Y, dy^^, + -. + Y, dy^). 
Se la condizione precedente non è soddisfatta, poniamo 
ì/. = 2/.('.s. .2». • • -2»), 

essendo le z, nuove funzioni incognite , ed essendo, nel secomlo membro , le y, 
simboli di funzioni di ( ,z, ,2, , ... z^i t^"''» che il dctermìn.into funzionale: 











cìh 


^Vt 


ttfs 


SUt 


dz, 


1 *K » 


dZi 


9^n+t 



Ì<A 

dz,. 






3 «-^ 



9:3, 



^Vin 



<^ìhn 



^y%n 






non sia identicamente nullo, e che il sistema (1), trasformato, divenga: 



di ~dz, 



«+r 






(/• = 1 , 2 n) 



essendo H una funzione di / , z, , 2, , , . . 2,„ da determinarsi. 

Le y, dovranno esser tali che, per valori arbitrari di « , 2, , s, , . . r^, , siano 
soddisfatte identicamente le seguenti 2/i equazioni : 



cz„+i 9z, 9z, cz,4.i ^3„^t ^2» 32i 9.?„+» 



Sy, dH dy, dtì oy. 



. + 



(4) 



a?,„ az, cz„ dZin 'ài 



-^1Y. = 
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ossia : 

(t,.,H)+^-Y, = 0, (5) 

avendo posto con Poisson: 

Quando siano conosciute le y^ in funzione (ì\ l j Zi , z^ , . , . z^^^ il sistema (5) 
servirà a determinare H. 
Sia : 

F((,2, ,Zj, . . .z,„,H) = (6) 

una soluzione qualunque del sistema (5). Questo sistema prenderà la Torma : 

(».,f) + (y.-%)|S=«. (1) 

c lo rappresenteremo brevemente con : 

A,(F; = 0. 

L' equazione : 

A,(A,.(F))-A,.(A,(F)) = 



diviene : 



tiJA,(Y,-S^)_.,(.,_aj)ì,0. 



(8) 



Ma 



VOL. XXIX. di 
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*.(^'-|')-»<(^.-t)=*'(t)-*.(%')+«.<''/'-v.>. 

ki (Yy) - A, (T,) = (y.- . Ty) + ( Y, , yj) , 

(Vi . Y,) = ^ (y, , y.) + ^" (y,- , y,) + • • • +3^ (?/< , ?/»,) . 

< Y< , y,) = || fy. . yj) + a-^ 2/. . y/) + • • + £ (i/t. . i/>)- 

Perciò Tequazione (8) diviene : 
(yoyi).F|+[-^(y,.y,.)-t-g{||(y.,y;) + |^(y,.y.ì}]^-| = 0. (9) 



Ma il sistema delle m equazioni (7) non può ammettere nessuna soluzione 
(6) , se le equazioni (9) n on siano o identicamente soddisfatte o con- 
seguenze algebriche delle m equazioni (7). Perciò, se la riduzione è possibile, le 
j/, dovranno soddisfare alle seguenti — ^^ equazioni diflferenziali partiali di 



2 



second' ordine 



-è(yi.y/)+2;i-^;(y..i/i) + |^(2/o2/.)} . Y.-|i,....Y..-?|a 



j^(y*.!/y) 



3y, 3yt« 



Tir- (Vi ' Vi) 



'•»» 






0. 



Di questo sistema occorrerà cercare una soluzione particolare tale che D non 
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sia identicamentio nullo. Quindi il sistema (5) per mezzo di quadrature ci olTrirà 
n in funzione di l e delle z^. 

II. Osserviamo qui che uno dei casi, in cui D - 0, avviene quando : 



(Vi . 2/i) = , (y, , 1/i) = , . . . (yu . Vi) = ^' 

Supponiamo infatti dapprima che tutte le derivate ^ , ~ , ... J^ siano dif- 
ferenti da zero. Ora si ha : 



S^ 



Sa 



^ _£yi_ 

àz, cz^^, 



dz^^y dz^ dz^^i cZo 






~dz,,^t dz^ ' dz^ dZn^^ * a2„+2 ^^s ' 



^Vt gyi 



a?/, ay. 



5ys ^yi 



c;r.o tz, 



11+2 



aZ 



ii-t-S 



aZj ' ' 



^ys ^yi ^ya ^yi 



^y3 ^yi 



3^1 3^».f ' ^5«+, ^2, ' a2, dz^^^ ' az,,;, ^2, 



Aggiungendo alla prima verticale del determinante del secon io membro tutte le 
altre verticali d'ordine dispari e sottraendo le verticali d'ordine pari, la prima 
verticale risulterà composta degli elementi nulli fy, , i/i) > (yj » y*^ » • • • (Vm > yò* 
Perciò è nullo il determinante del secondo membro. Ma per ipotesi non è nullo 
nessuno dei primi 2n fattori del primo membro, onde si conclude D = 0. 

Supponiamo ora, p. e. , che sia —^ = 0, ma che tutte le altre derivate par- 

(/Zm 

ziali di y^ rispetto alle z, siano dilTerenti da zero. Io questo caso si osservi che 
si ha : 



8z^ 



dZn^t dZt 



vZ> 



la 





9.'/. 


dz, S2„^, 




• • 


9yi dy, 
dzt dz^^i 




óyt «yi 




. • 


dz, az,+, ' 






^yi cy, 

' ^^«.i dz\ ' • 





Digitized by 



Google 



)( 544 )( 

Quindi , eseguita la stessa operazione sulle verticali del determinante del secon«lo 

membro, e osservando di più clic ^* = 0, si concluderà come precedentemente, 

che ò D = 0. Ora si vede manifestamente, come dovrebbe condursi la dimostra- 
zione, se quantesivogliano derivate prime di y^ rispetto alle z, fossero nulle- Id 
generale dunque, se 



(!/i , Vi) = , (Vt , 2/i) = , .. . . (y^^ , Vi) = , 

dove i è un numero dato della serie 1 , 2 , ... 2/i , si ha D = 0. 

HI. Applichiamo il metodo precedente al caso di ?i= 1 , cioè supponiamo che 
sia diito il sistema : 






^3/2 _ 



di 



= Y,. 



(1) 



Per determinare y^ , y^ in funzione di ( , 2, , s, . basta trovare una soluzione par- 
ticolare deirunica equazione differenziale parziale di second'ordine : 



d , , (dX, dx^\ , 



dz^ 



iVx > Vi) 



7^(yi,yt) 



di 


V syt 
• *» di 


cz^ 


dz, 


dy, 

ez. 


9y» 

dzt 



= 



^2) 



tale che non sia identicamente (y, , y^) = 0. 
Sìa dato, p. e. , il sistema : 



essendo a^^ , «n , 
Ponendo : 



-~ = aio + «ii2/i + «io!/2 



^- = a2o + a2,y, + a„y,, 



a,2 sei funzioni date di l. 



y, = m^^ z, + m,j z^ , y. = m^^ z^ f m^^ z^ 



(3) 



ilovÈ m,, , m,2, ?;i„ , wijj sono quattro funzioni di i, da determinarsi, si trova 
elie {3) è soluzione particolare di (1) , se : 
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cioè, se si Ila : 



,1 — ut , 



essendo e la base dei logaritmi neperiani e C una coslante qualunque. P. e., si 
ha la soluzione particolare : 

che, per (II , 5; , offre : 



(««^.,+-;a..z.0e'^^''"-'''"^" + «KO. 



essendo ^(i) una funzione di {, che si può scegliere in una maniera qualunque, 
e che può anche supporsi identicamente nulla. 
Similmente sia dato il sistema : 

•^ = f («M Vi* + «M 2/»* t- 2fl„ t/, Vt + 26, y, + 26, y, i- 26o) , 

(4) 
^* = I («m' J/i* + ««' Vi* + 2a.i' ?/, y, + 26.' y, + 26/ y, + 26.') . 

dove lo quantità a,, ,au,...6o , a,,',...6„' siano funzioni date di /. Si ponga: 

y, = m„ + m„z, + jn,jZj, 

(5) 
y, = nij. + fii„ 3, + m„ z, . 



L'equazione (2) diverrà 



3 / 



+ I («11 + Oi»') y^ + 'a» + Oli) Vi + f>^ + W \ (»»„ "»»» - »>„ tn»,) = , 

che, dopo avervi sostituite per y, , y, le espressioni (S), si scinde nelle tre seguenti: 

(o„ + o,,') m„ + (o„ + flj,') ffl„ = , 

(Oli + Oli) »»it + («« + Oi»') m„ = , 

+ { («Il + Oli') w»io + («« H- ««i') 'Wjo + h, 4 h' \ (rn^^ m„ - m,, m,|) = 0. 
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Per ridurre quindi le (4) alla forma canonica , basterà scegliere nelle (5) le sei 
quantità m^Q , m^^ , w^^ , ttYjo » ^^U\ « ''^n i" modo, che siano soddìsratte queste tre 
ultime equazioni, ciò che è possibile in infinite maniere. 

IV. A^'giungi:iroo in fine la seguente osservazione. Sia dato il sistema (Ili . 1), 
e supponiamo che Y^ , Y^ non contengano esplicitamente l. Se - Y, dy^ + T, dy, 
è il dilTerenziale esatto di una funzione H di }/, , 1/2 » i^ sistema avrà la forma 
canonica: 



*-^. ♦ 



essendo : 

H --J(-Y,(/y,+Y,dy,). 

Se — Y2 di/, -f- Y, (///2 non ò un differenziale esalto, sia - il fattore integrante, e 

i 



sia 



Il sistema dato diverrà : 



|(-Y2^y, + y,c/y,) = dII. 



di dy^ • di dy^ ' 

L1nte(>rale non contenente esplicitamente l si ottiene integrando rcquazionc 



*!yt_ 


eli 

sy, 
"aff' 




^Vi 



e non dipende da ( , sicché è comune al sistema canonico : 

dy^ _ an dy^ ^ cH 

di ^ dy^ . ' di ^' 5y, '. 

Ottenuto r integrale, che non contiene esplicitamente /, si ha T altro mediante 
una quadratura. 

Lo stesso metodo si può estendere al caso in cui , essendo 91 > 1 , e suppo- 
nendo che le Y^ non contengano esplicitamente /, IVspressione differenziale (T, ?) 
ammetta un fattore integrante. 

Catania 9 Gennaio 1891. 
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VOLUME DI UN TETRAEDRO E SUPERFICIE DI UN TRIANGOLO 

NELLO SPAZIO IN COORDINATE QUADRIPLANARI 
NOTA 

D E l 

Dott. GAETANO FAZZARI. 



1. Sia AoA,A|A., un tetraedro. Indichiamo con a„(r , s = , I , 2 , 3) lo spi- 
golo A^A, , con F^ l'area della faccia opposta al vertice A^, con H^ rattezza cor- 
rispondente, con (F^F,) l'angolo diedro dei due piani F^ » 1^ e con V il volume. 

Se P è un punto delio spazio, assumiamo come coordinate quadriplanari di 
esso rispetto ni tetraedro fondamentale AqA, À^As le lunghezze PoiPiiPt^Ps 
delle perpendicolari abbassate da P sui piani F^ , F, , F^ , F, , avvertendo che la 
lunghezza p^ si deve considerare come positiva o negativa, secondochè P ed A,, 
giacciono dalla stessa parte o da parti opposte del pianiT F,.. 

Se si assumono come assi di coordinate cartesiane i tre spigoli AoA,,AoA|, 
Ao A, e se x,y.z sono le coordinate del punto P, si avrà 



Pi = 



sen X 



■ sen ji. 



*'»-s'^v' 



(1) 



dove X ,{iL,v indicano ordinatamente gli angoli AjA^A, , AjAqA, , A,AoA| e 

1 cos V cos |X 



a = 



cosv 



COS'Jl 



cosX 



cosX 



Ponendo poi 



sen^X sen^u sen^v 2 (cos u cos v - cos X) 



fl, 



01 



*ot 



^03* 



00*0 



02 "oS 



2 (cos V cos X - cos iJi) 2 (cos X cos pi - cos v) 

• r — — ^—^ ^ 

O03 ^01 ^01 ^01 
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sarà 



da cui 



p^ ^T + ^^^?^S P^^^ + P?i^ = VII 



(2) 



(3) 



Se facciamo ora coincidere P successivamente coi vertici del tetraedro , da 
quest'ultima relazione si ricava 



^ V ^ * senX ' * senpi ' » «^«•^ 



senv 



Inoltre, essendo 

P| = 2 ^^* "»^ ^®" ^ • ^* ~ 2 ^*^' ^** ^^" ^ ' ^* " -2 ^*' ^^* scn V , (5) 



sarà 



i' = Ho Fo = Fo W y = II| F, = . • . = 2 Ooi Oot a^j V ^^ , 



(6) 



(6V)» = a„»a..*V" = | 



2a. 



01 



Oo.*+a«*-a,t* Ooi'+Ooj*-*»»* 



Oo,»+a«,*-a„» ao,*+a„*-o»,» 2fl„ 



1 '■■ 






1 


1 


j 


1 


1 





"oi* 


Oot* 


«.,» 


1 


««,* 





"«' 


"«* 


1 


On 


«„» 





«t»' 


1 


0»* 


««* 


«M* 






(1) 
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La (3) mediante (S) e (6) diventa 



FoPo + Ff?^i +F,p2 + F3P3=^^3V, 



(8) 



relazione alla quale debbono soddisfare le coordinate quadriplanari di un punto 
dello spazio. 

Ci proponiamo in questa nota calcolare il volume V di un tetraedro MoM|M,Mj 
e la superficie di un trianj^olo MoM,M2 nello spazio mediante le coordinate qua- 
driplanari dei vertici. 

2. Siano ordinatamente (a^) , (g,) , (y^) , (5^) le coordinate quadriplanari dei 
vertici del tetraedro MoM^M^Mj rispetto al tetraedro fondamentale A^A^iUA, e 
siano (sCo . t/o » ^-o) • •• ? (^8 » Z/a • ^s^ le coordinate cartesiano Tici medesimi punti 
rispetto agli assi A^A, , A^Aj , A^Ag. 

Capendo che 



V' = - 



^/ii 



Xo 


!/. 


Zo 


I 


X, 


Vi 


z. 


! 


^. 


Vt 


z» 


1 


X» 


Vi 


2» 


1 



per le (1) sarà 



V— _ senXsenpisenv 
6u 



«. 


«t 


«j 


1 


p. 


Pt 


^, 


t 


Tfi 


T» 


Yj 


1 


s. 


5» 


8, 


1 



ovvero per le (S) , (7) , (8) 






a, «f, a, I 



P. Ps P. 1 
I T. T» Yj I 



ò, 5j òj ! 



Fo F, F, F, 

(3V;» 



«„ a, «. «; 



'S I 



Po ?i Pi Pa 



(9) 



3. Consideriamo il triangolo MoM, Mj. Sappiamo clic se D^,IL,D^ indicano 



VOL. xxir, 



32 
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i complementi algebrici di x,y ,z nel determinante 

i 



D=' 



X 


y 


z 


«0 


Vo 


Ho 


«1 


Vi ■ 


''t 



t 



»t Vi 



si ha 



2tr.MoM, Mj= iD^*senU + ... - ^DyD,(co3X - cosijlcosv)- ..{*. 

Se ora nel determinante D alle coordinate cartesiane sostituiamo per le (1) 
le coordinate quadriplanari, e se poniamo 



D.= 



«2 «3 1 



, D,= 



a, a, 1 

Ps Pi 1 
Ts Ti 1 



, D,:= 



«1 «t 1 

Pi P. * 
Ti Yt 1 



Da; , Dy , D^ diventeranno rispettivamente 



senpisenv 



D| 



senv senX 

Ai 



Di 



senXsenpi 



il 



D,. 



epperò , essendo 

cos X - cos {JL 008 V = sen (ji sen v cos (F^ F^) , 
cos |JL — cos V cos X = sen V sen X cos (Fg F,) . 
cos V - cos X cos |JL = sen X sen \k cos(F| Pj) , 

sarà , tenendo presenti le (5) , (7) 

tr. Mo M, M, = ^f^y» 1 D,« + ... - 2 1),D, cosCF.F,) - 



4. Per trovare un*altra espressione delFarea del triangolo IfoU, M, premct- 
tiamo alcune considerazioni sulle coordinate quadriplanari. 
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Dimostriamo che un'equazione di primo grado nelle coordinate quadriplanari 
rappresenta un piano. 

Infatti, sia A^ + Bi/ + C;; + D = Tequazione di un piano in coordinate car- 
tesiane rispetto ai tre assi A^A^ . AqA^ , À^A,. Per le (I) quest'equazione diventa 

AsenX Bscnu Csenv ^ ^ 

y/ U Vii Vii 

ovvero 

Dpo >/^+ (a+ — ) /), senX+ (B+ — ) p^ senpi + (C -h — jp^ senv = 0, 

poiché per la (3) è 

T. lo DsonA Dsenii. Dsenv _ 

Viceversa l'equazione 

Wo Po r «1 Pi + u^ Pt + Wj p3 = 
per le (I) , (2) diventa 



^tiosenX tto,/ Vuosenix o©»^ MCosenv Qq^/ 



2+1=0, 



ovvero 



senX ■" ' sen-jL senv "' 2 



WoF, - n, Fo ^ ^ t/pF, -n , Fo^^ ^ t^oFa-t /» Fo ^/p Op, Op t Op. _ ^ 
s'^ST""'^^ ^^ ^^ ^^-^ "^ ^ """' 

essendo (5) , (6) 



t/Wc _ _L _, L ^ <^o F< - t f, F„ 

no sen a o^i "" t/o Opi «ot <^o8 ' scn X * 

7^>/"q" _ J_ ^ 2 t/^ P«n'i« ^9 

i/oSonjA (/o2~ i'o^'pi««2«ps* senjjL ' 

Ui'J'7 _ J__ 2 Wo Fj - t/j Fo 

tic sen V (7oa ^«OoiOoi^os senv 
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Date le quantità u^ , ... ,1/3, meglio i rapporti di tre di esse alla quarta, 
resta determinato il piano, perciò chiameremo queste quattro quantità le coordi- 
nate del piano. 

5. Troviamo ora Tespressione in coordinate quadriplanari della distanza p del 
punto (})/) al piano di coordinate (?/^\ 

Se ae' , y' , z' sono le coordinate cartesiane corrispondenti al punto (p/) ^ 
ponendo 

Uo F, -_M\> , Wo F2 - U^ Fo ,. , ^^o F3 - Uj ^o ^r !fo«M^02 «03 

senX sen[jL senv 2 

,., ^ (JVF._. «J^l* ,,„3, , ... _ 20>^,^,^<^^J,-nl^ (cosX-cos:xcosv. - ... , 
scn'A sen;ji.senv 



sarà, come sappiamo 



Ma 



3» = ii 



N = 4= t ("0 F. - », K) Pt + («0 Fj - "2 1'%) /'i' t- ('»., ''\ - «3 fo> Ps' - 3V 1/. '( 

Vii 

F 

= - -pr (l'o Po' + ". P.' + «jPt' + "5 Pi) , 

Vii 
ed inoltre, essendo 

Fo = F, cos(Fo F,) + F, cos(F„ l\) + F, cos(F„ F,) , 
F, = F„ cos(F„ l-',) f Fj cos(F, F,) + Fj cos(t\ F,) . 
Fj -- F„ cos(F„ V\) + F, cos(F, V\) \- h\ cos (F, F,) , 

F3 = Fo cos(F„ Fj) + F, cos (F, F,) + F, cos(F, F,) , 
6 

F,*+...-2F,F,cos(Fsig-... = F,iF,-F,cos(F,F,J-F,cos(F,F,)! + ... 

= F„ j F, cos (Fo F,) + Fj cos ( F. F,) f- F, cos (F„ F,) i = F»* , 

- FoF, + F,F, cos(F, F,) + FoF, cos(F,F,) = - F„* cos(FoF,) , ecc. , 
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opperò 

N' = F„Q, 
dove 

Q = t/o* + ... - 2i/^u, cos(FoF,) - ... - 21*31/5 cosCFjFa) - ... 

e quindi 

VQ 

Per vedere qual' è il segno che devisi attribuire n p, ainincUiamo, come del 
resto sarebbe facile dimostrare, che anche nel sif?tema ;li coordinate quadriplanari 
i due valori che assume il primo membro delTequazione di un piano quando in 
esso alle coordinate del punto variabile si sostituiscono successivamente le coor- 
dinate di due punti posti fuori del piano, seno dello stesso segno di segno con- 
trario, secondochè i due punti giacciono da una stessa parte da parti opposte 
del piano medesimo, ed inoltre che il valore di è positivo negativo secondochè 
il punto (p/) giace dalla parte positiva negativa del piano. 

Ora il valore della funzione //© Po + ••• H ^'3 7^8 » quando in essa alle coordinate 
variabili si sostituiscono le coordinate del punto A^ , è i/q IIq . il quale valore es- 
sendo Ho positivo, è dello stesso segno di i/^. Posto ciò, sia la parte positiva del 
piano quella che guarda il punto A^. Se v^ e positivo, UqUo è positivo ed i punti 
Ao e (/v') staranno dalla medesima parte del piano da parti opposte , ossia il 
valore di p sarà positivo negativo, secondochè WoiV+ ••• •^'^hVi è positivo 
negativo, e perciò dovrà porsi in tale ipotesi 

^ . I/o Po' + . . . + tf3 P3' 

Se poi u^ è negativo, con analogo ragionamento si vede che sarà 

p — __ . 

■ n/Q 

Accade invece il contrario se il punto Aq giace dalla parte negativa del piano. 

Si conclude da ciò che si dovrà prendere il segno -f od il — secondochè Vq 
e la parte del piano che guarda il punto A^, hanno lo stesso segno o segni contrarli. 

Se indichiamo con p^ , in valore e segno, la distanza del vertice A,, al piano, 
si avrà 
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opperò la (10) diventa 



-±I(*^-^> 



VQV' 
ovvero, dovendo prendere o tuUi i segni superiori o tutti i segni inferiori , 

• -- H, • 
od ancora 

3Vp=Vp,F,r/. (II) 

6. Ritornando ora al triangolo Mo M| M2 , prendiamo fuori del suo piano un 
punto M3 e formiamo il tetraedro M„Mf M2M3 - indichiamo con F/ Tarea del trian- 
golo di faccia oppostn al vertice M^ , ecc. e sia 

«ro Po + ^rx ÌU + Wr2 Ti + ^rj p, = ( 1 ?) 

Tcquazione del piano della faccia F/. nella quale le costanti sono funzioni delle 
coordinate dei vertici del triangolo F/ rispetto al tetraedro AoA^ A^Aj. 
Poniamo 

Qr = ^W -H ... - 2a,o iÌH cos(Fo F,) - .,. - 2i/^, t/.^, cos (F, F,) - ... . 

Se P è un punto dello spazio le cui coordinate rispetto al tetraedro AgAfA^À} 
sono jÌQ, ... ,Pr e rispetto al tetraedro MoM, MjMs invece q^ , ... 7^ > si ha 

dove si deve prendere il segno + o - secondochè v^^ e la parte del piano F/ che 
guarda il punto Aq hanno Tistesso segno segni contrarli. Ma nel nuovo sistema 
di coordinate la parte positiva del piano F^' e quella che guarda il vertice M^ , 
dunque se Ao ed M^ giacciono dalla medesima parte del piano F/ si dovrà pren- 
dere il segno + - secondochè v^^ è positivo negativo, ed il contrario se A^ 
ed My giacciono da bando opposto del piano F/. Ma potendosi Tcijuazone (12) 
scrivere in modo che il primo coefTlciente u^q risulti positivo negativo secon- 
dochè i punti Aq ed .M^ giacciono dalla medesima parte da parti opposte di F/, 
si potrà sèmpre porre 

_ l/roPo+ — +t^3Ps 
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«00P0 + 

«1» Po + 
"mI'o + 
Mjo Po + 



)( 2SS )( 

• • + «ojP» = 9»>/^ ^ 

• • + «»» Ps = «7» V^ 

• • +»jsPs = 9j\/<^ / 



(13) 



dove Voo • ••• • l'ij sono ordiiiatiimenlc i comploinenti algebrici dì «q , ... , 5^ nel 
determinante 



«0 


«1 


«t 


«s 


p. 


P. 


?. 


P, 


Tfo 


Ti 


•Tt 


Ts 


«0 


S| 


òj 


83 



Le (13; sono le relazioni che servono a trasformare le coordinate rispetto ad 
un tetraedro nelle coordinato rispetto ad un secondo tetraedro. 

Sommando membro a membro le (13) dopo averle ordinatamente moltiplicate 
per a^, p,. , Y^. S^ , per le note proprietà di un determiutinte, si otterrà 

Inoltre per la (11) si ha 

come facilmente si può vedere, considerando il tetraedro MoM, SI, M3 come tetrae- 
dro fondamentale le distanze dei suoi vertici al piano F^. 

Dividendo Io due ultime relazioni membro a membroi si ricava 
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Facendo coincidere il punto P col vertice Mj , da questa relazione si avrà 



Ma (9) 



quindi 



3V' tr.MoM.Mj 



3V'_ FoF.F,F, 
A (3V)» ' 



tr.M,M.M, = ?^»I^^*i^Wy; 



ciré un'altr«a espressione dell'arca di un triangolo nello spazio. Quest«i forniola 
si potrebbe ottenere anche dalla (9), osservando che hi distanza del punto Bf^ dal. 

A 

piano Mo M| Mj 6 — =z . 
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DELLA SFERA IN COORDINATE QUADRIPLANARI 



NOTA 



DEL 



Dott. GAETANO FAZZARI. 



1. Conservando i sinìboli della precedente nota pubblicata in questo giornale 
sul volume di un tetraedro e superficie di un triangolo in coordinate quadriplanari, 
ci proponiamo con la presente nota di trovare T equazione generale di una sfera 
nel medesimo sistema di coordinate e di considerare quindi alcuni casi particolari. 
Cerchiamo perciò 1* espressione in coordinate quadriplanari della distanza p fra 
due punti P' e P", 

Siano (p/) e (p/') le coordinate quadriplanari rispetto al tetraedro ^o^^^^^z 
ed x'^y'yZ' ; x'\'^^z^^ le coordinate cartesiane rispetto agli assi AqA, , A^A, , AqA, 
dei due punti dati. Essendo 

p« = (a)' - a?")* + . . + 2(2/' y")(2' - ^") cosX + . . . 
sarà 

iip* = (pi'-p,")* sen«X + ... + 2(pj'-p,")(l)t'-P8") cosX senpi senv + — (t) 

Ma 



(Po'-Po") VV + (p/- p/') ?^ + (p,'-p.'') ^^ + (p;.p,'') !?ii:' = , 



s enX 

^01 »*0« "OS 

quindi 



fPi -Pi")*sen«X = -ttoi N/^(Po'-Po")(P/-Pi")8enX-^ (p/-p,')(P,'-p,")senXseniJi 

- r- (P* -P*") (Pa'-Pt") sen X san V , 
VCL. xtix. 33 
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(p,'-p,")»sen*n = - Oo, ^/T(Po'■ P«")(P»'-P»")sen{t- J^-» (p,'-p,")(P,'-P«") sen>-8cnix 



'01 



-.^(nJ-nJ's(r,f^ 



'08 



<Pi-Pi")(r9-Pi") sen iJL sen V , 



(Pa'-Ps")* sen^ = - a^t^ {Po-PoliPz-Pz') senv- ^' (?','- Pt'OPs'-Ps") senX scnv 



Hi 



^ (P,'-Pi")(Ps'-P»") sen II sen v. 

"ot 



Sostituendo questi valori nella (I), si trova ehe i eoefllcientì di 

(P,'-P,")(P»'-P«") . (P.'-P.")(P,'-Ps") . (P,'-P,")fP,'-P,") 

sono ordinatamente 

2senXscnu,cosv - — scnX sena- -SSscnXsenyi 
flot Ooi 

= -""^-^"-'^-'^"l»senXsen, = -"-i-'^|ifti\ 

9V* ' 9V* 

Inoltre è 

Oo.>/TsenX = «J^|:if? . «„,/ósen^. = ^|^. 

a«.VTsenv = 2^^^. 
La (1) adunque diventa 

9V«f« = .2a,.«P,P.(p/^p/')(p;-p/') , (r, 8 = 0,1, 2, 3) (2) 



ovvero 



So 0^ è r angolo che la direziono FP" fa con la perpendicolare alla faccia 
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Fy , dallii (2) si ricava 

9 Y* = - £ 0,,* F^ F, cos 0^ cos 9, (3) 

ovvero 

* = -Z focoso, coso.. 

2. Per la (2) T equazione della superficie sferica di centro (a^) e raggio R 6 

9 V« R« + S a„« F, F, (p, - a,) (r, - a.) = 0. 

Ponendo per brevità 

i = 9VMl* + 2:(7„«F,F,a^a,, 

la soprascritta equazione diventa 

l o„^ F,F, PrV, - Fo(r7o.* F,a, + O02* Ft«2 + «os* tVs) P. - ... + x = 0. (4) 
Per rendere omogenea questa equazione, osservando che 

Ho H, Hj Hj ' 
sarà 



Sostituendo questi valori nella (4) e sviluppando , si trova che il coefllciente 
di Po* è 

ir I r " ''•'"'"' ^* "• ■*" "•** ^* ** ■'' "« *"» "»M ^ 

F * ( T ' ) 

ed il coeniciente di p^p^ 
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+ ^ i g; - F, X,» Fo ao f a«* F, «. + o„» F, a,) | 
op F ( * ) 

--- -fy-^ 1 iV ~ "" "" ^* ** *°^ ^''»* ""^ " "»» "" ^* "» *'**® ^"" ""^ ) • 

Analoiihe espressioni si trovano per i cocflicienti di p* , ■ . .PoPt> • ' • > quindi 
la (4) diventa 

Fo* { 3^ - ("oi* F, a, + an* F, a, + Oo,» F» a,) } p,* + . . . 

+ 2Fo F, j ^ - Oo»a.tF,'»»cos(rJo,a„) - floj'',jF,a,cos((?o,a„) jpop, + ... = 0. (5) 

Se Kq > •• > Rj rappresentano le disianze del centro dai vertici A, , .... A, 
del tetraedro fondamentale, si ha 

3V (R - R«) = p - (floi* F, a, + fl„« F, o, + fl„* F, a.) , 



3V (R _ B,) = ^ _ («^« F, «0 + a«* Pi «, + Om* F, o,). 

Mediante queste relazioni, l'equazione (5) potrà mettersi sotto altra forma. 

3. Se R= Kq = ••• = its . la sfera sarà circoscritta al tetraedro, le coordinate 
(flt,) del suo centro verificheranno le relazioni 

««,* F, a, + o„* F, a, + o»,* F, o, = p 



«01* Fo «o + «11* F» aj + o„« F, o, = '^ 



3V 



flM* Fo «0 + o«* F, a, + a„» F, a, = ^ 



".j* Fo Oo + o„» F, a, + o„» F, a, = ^ 

e l'equazione della sfera circoscritta, per la (4) sarà 

So„»F,F.p,p. = 0. 



(6) 
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Sommando membro a membro le (7), dopo averle ordinatamente moltiplicate 
per F|,ao , ... , Fjttj; si ottiene 

t 



ovvero 



Dalle (1) si ricava 
«0 : Ho 



«0,* 


««* 


««,* 


1 





o„* 


fli»* 


I 


«.t* 





o«» 


1 


««* 


"«* 





1 



^t = 9V»R* = £a„«F,F,a,a, . 






a, : H, 



(1) 



H, 



0«* «IJ* 1 «0.* 

o„» 1 
Oj,« 1 



«ot* 



«0»* 



a»,» 1 



a 



'01 



«, : H, 



1 





Ooi* 


««»* 


1 


"o** 





a„» 


1 


<'«,* 


««* 





1 


«0,* 


««' 


"«* 





«» 


:H, 







flo.* 


«o»* 


««,* 


Ooi* 





a.,* 


o«V 


«0»» 


«,.» 





««» 


"OJ* 


«..» 


«».» 






o„» l «01* 

1 

■ 8 (6V)* ' 



da cui 



9V»R» = - 



64 



01 



a, 



>ox 



'OJ 



a. 



•« 



Oot* 





floj' 




Sviluppando questo determinante, si ha 

16(6VR)* = 2 (Oo,* Oo»* o„* a„* + a»,» Ooj* «»,» ««* + «oj* «oi* «..* o»*) 
- «01* Om* ^ «0»* "ji* - "os' «..* ■■= 
(«01 «M + «0» «SI + a»» o«) (- a»i a»j +• «ot «ji + "oj ««) («oi «t» - ««t «ji + «o» «») 

(Oo, o„ + Oo, o„ -. o«, o„) , 
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ossia il scsluplo prodoUo del volume del lelraedro per il raggio della sfnra cir- 
coscriUa è uguale aWarea del triangolo i cui lati sono i prodotti degli spigoli 
opposti. Una dimostrazione geometrica di questo teorema fu data da Staudt 
nel giorn. di Creile , 57. 

4. Per trov'ire le condizioni alle quali deve soddisfare l'equazione generale 
di 2® grado 

f(p)^K,Po^ + .. . + 5feoiPoP. + . ■ .-0 (8) 

per rappresentare una sfera . si potrebbe osservare che i suoi cocITIcienti deb- 
bono essere proporzionali ai corrispondenti coefllcienti nell'equazione (5). Poro 
possiamo trovare dette condizioni mcliante le considerazioni se<>uenti. 

a) L'equazione (8) che in generale rappresenta una quadrica , può mettersi 
sotto la forma 

9(p) = 2: F, p,.! a, p^^l e„ p^ p, = (9) 

nella quale figurano le aree delle facce del tetraedro fondamentale, senza perdere 
nulla della 3ua generalità. Ed infatti la (8) si trasforma nella (\f) ponendo 

ò^=:w>F, , 56„ = F,'«/. + F,u,-e,., 

e viceversa, la (9) nella (8; facendo 

.,; -^ p ^F, ^6,,-fF,»ò,,-2F ,F,^, 

"r-p^ ' '*~ F,F. 

Dalla (9) si vede che la quadrica 9 è secata dai due piani (u^) e (F^) nelle 
medesime coniche nelle quali è secata la quadrica di particolare equazione 

c|;(p)sLe„p,p, = 0: 

ma il piano (F^) è il piano airinflnito, adunque le duo quadriche ^ e ^ hanno la 
medesima conica nel piano all'infinito. 

La quadrica if è circoscritta al tetraedro fondamentale ; e viceversa , ogni 
quadrica circoscritta al tetraedro è rappresentata da un'equazione mancante dei 
termini coi quadrati delle variabili. 

b) Se P'(p/) è un punto fisso dello spazio e V(Pj) un punto variabile della 
quadrica, p la distanza fra questi due punti e 0^ l'angolo che la direzione P'P fa 
con la perpendicolare alla faccia F,. del tetraedro, essendo p,. = p/ + p cosO^ , la 
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(8) per questo valore diventa 



V j£ 



(,V(cos6) + 2p 2^ -j-L cose, + fip') = , (10) 



dove y^ è la scmiderivata parziale di /"(p') rispetto a p/. 
Se p, e Pt sono le radici della (10) , si ha 

Si vede da ciò che se da due punti P'(p/) e P"(p/') si conducono due rette 
p»inillelc, indicando con M' ed N' , M'' ed N" le coppie di punti reali od imraagi- 
narii nei quali le rette intersecano la quadrica, si ha 

P'M'.P'N' f(v') 



P"M".P"N"'"/"(p")* 

opperò il rapporto dei prodoUi dei segmenti che la quadrica delennina su due 
raggi jyarnUcli appartenenti a due stelle di raggi che partono da due punti , è 
costante. 

e) Se f(i>) =■- rappresenta una sfera , il valore p, p^ . al variare della dire- 
zione r'P , dovrà rimanere costante ed uguale alla potenza del punto P' rispetto 
alla sfera, ossia dovrà rimanere costante la funzione /*(cos6). Ma trasformando la 
funzione f{p) in ^(p) è 

AcosO) = (p(co86) = 2 P^ coso £ w^ cosO^ - £ e^, cosO,. cosO, = - I e„ cosO^ cosO, , 

essendo IF^cosO^^O, opperò, per rimanere costante /"(cosO) , per la (3) ò ne- 
cessario e succiente che ^01 , ... , 6^3 , ... siano proporzionali ordinatamente ad 
ffoi'F^Fi , ... , Oj3*F,F8 , ... , ossia le condizioni adlnchè l'equazione (8) rappre- 
senti una sfera sono 

feocF,»4-ÒHF„'-26o.FoF, ^ feooF,Hb,,F,^-2fto,FoF , ^ KJ,'+b,,F,*^2b,,FJ, 
«o«*Fo*F|* (^02'^Vh' o,iH\^F,^ 

^ &tiF,Hb,3F,» ^2 6,3F,F3 ^ &s3Fr+^»F»^~2fe3,F3F, b||F,»f fenF,*^26,,F,F, 
««*F,«F,* a,,^F,^\^ - a,,*F,%« 

Se adunque Tequazione cp(p) = rappresenta una sfera, indicando con yi il 
valore comune u questi rapporti, essa diventa 

2F,p,.2;u,p,-y,Sa„*F,F,p,p, = 0, 
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ovvero, potendosi ridurre all'unità il fattore y) , 

X(p) = 2F,p,.2u,p,-2o„*F,F.p,p. = 0, 
che può scriversi ancora 



E5-E|pr-Si^h:P'P'="- 



La seconda parte di queste equazioni uguagliata a zefo è I* equazione della 
sfera circoscritta al tetraedro fondamentale, mentre 2 WyPy=0 rappresenta il piano 
di ugual potenza fra la sfera circoscritta e la sfera x- 

Per hi (11) si ha 

La potenza del vertice A^ del tetraedro fondamentale è W- • 

5. Nell'ipotesi che /'(p) = rappresenti una sfera, cerchiamone lo coordinate 
del centro ed il raggio. 

Se il punto P'(p/) è il centro della sfera, le due radici di p della (IO) deb- 
bono essere uguali ed opposte , qualunque sia la direzione P'P , eppcrò dovrà 
aversi 

2^,cos6, = 0. 02) 

Ha essendo SF|.cosO^ = 0, affinchè la (12) sia possibile, è necessario che le 
coordinate Po'» *•• «Ps' ^^1 centro soddisfino le relazioni 

òp = ^0 Po' + 6m P/ + &01 P/ + &0. P»' = 6F„ , 

df 
■r^ = *»«! Po' + 6„ p,' + 6» Vt + 6iJ P»' = sFi . 

df 
g^ = hi Po' + b,i Vi + b»» Pi' + 6», P»' = sF, , 

^ = K Po' + bi» Pi' + ttj Vt + b»j P»' = sF| . 
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dalle quali, se poniamo 

Fo Ff F, F, 

feoo toi '^ot hi Fo 

R= ^01 ^1 ti2 ^18 F, 

Kt ^12 hi tts Fj 

'>08 '^fs ft«8 '^sa F3 



SI ricava 



À = 



aK 






f^oo Kì Kt ^03 

'^oi &11 ^n ^s 

*01 ^1* &«2 tl3 

'^os ftfs ''ts b^t 



, aR_-j_3y 
• ap,"" à " K 



Inoltre, essendo 



ra''>=Sp/|r = - 



9V«A 
~R~' 



se p rappresenta il raggio di questa sfera, sarà 



6. Equazione della sfei^a iscriUa nel tetraedro fondamentale. 

Le coordinate del centro della sfera iscritta sono tutte urinali al raggio ed 

3V 
uguali a ^:=r e le coordinate del punto di contatto della fnccia Fo sono 

QV ^V ^V 

, |^|l+cos(FoF,)| , |l|l+cos(FoF,M , ±^Ji + co8(FoF.)l . 

ossia sono proporzionali a 

, cos^i(F,F,) , co.«i(F,F,) , Cos\^(F,F3). 

Analogamente, se poniamo 

i = cos* ^ (FoF,) , m = cos« ,^ (F,F,) . n -. co.s« i (F^Fj) , 



p = cos«^(F,F3) , 7 = cos«l(F,F0 , r = cos» | (F,F,) , 
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le coordinate dei punti di contatto delle facce F, , F, , F, saranno ordinatamente 
proporzionali a 

t,0,r,7 ; m,r,0,p ; n , 9 , p , 0? 
Ora se Tcquazione /'(p) = rappresenta la sfera iscritta, si a?rà 

6i, I+6,j?nf 6,3 11=0 , 6,1 U6„m+623n=0 , fe,, l+ò,, m+b» n=0 , • 
boo t+^i r+ft„5qf=0 , 60S I+6„ r+6„q=0 , 60, tifcw r+b,3 9=0, 
6oo»^i+&oi ^•+fco3P-0 , boi^i-^ii ''+^8 2>=0 » 6o3m+b„ r+6„p=0, 
boo H+ftoi 7+'>otP=0 » K} w^-^M 9+6i»P=0 , boi «+ft« g+&tiP=0, 

le quali relazioni non sono però tutte indipendenti. Considerando le tre relazioni 
che contendono b^^ , da esse si ricava 

Ko (Ip - W7 - "0 = 2 boi qr , boo (- Ip + mg - ?ir) = 2bot pr , 

^00 (- IP - ^W + ^^O = ^fto»P9- 
Ed analogamente 

b|, (/p - mg - 7ir) = 2 b^, mn , b„ (- ip + mg - nr) = 2 b,, pn , 

'^ii (- 'P - ^9 + ^'■) = 2b,, pm , 
bji (/p - mg - 717) = 2 b„ qn , b^j ( - Ip + mg - nr) = 2 b„, hi , 

b,j (- tp - mg + nr) = 2b,j Ig . 
b,, (/p - mg - nr) = 2 b^ mr , b,, (- tp + mg - nr) = 2 b,, Ir , 
&,M (- Ip - mg + nr) = 2 bo» Im. 
Da questi quattro sistemi si ottiene 

^^ ^ ==**«== ^ ^ ^^01 ^ gfepi ^ 2(N)s 

pgr pmn qnl rlm j/(tp— 7?ig-nr) g(— f.|)+rng-nr) r(-/p-mg+fir) 

2bis ^ 2^»t 2b,, 



' U/p-mg -n?j *" m{-/p+wg-rjr) "" n(— /p-m^+wr) * 
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epperò Tcquazionc della sfera iscritta è 

pqr p^« f pnifi p,*fg l Pt^+rlin p^HOp-mq-nr) (p PoP«+/ Ptìh) 
+ (-Ip+?wg-nr)(7Po7)ifmp3P4) -h (-/p-mqff nrXrpoPs+Tip.p,) = 0. 
Similmente si trova, ponendo 

i'^8en*^(FoF,) , m' = sen* i (FoF,) , n' = sen* ^ (F^F,) , 

che requnzione della sfera ex-iscritta tangente esternamente alla faccia* Fq è 

P7rpp*+pw'H'p,*-i-qfHTpj*+rt'm'p8*+(rp-m'(/-n'r)(-pPoPi+^'riP3) 
+ (-rp-|-ni'9-nV)(-qfp^Pj+m'p,p,) + (-t'p-m'(/ + ?iV)(-rpoP3+7i'p,p,) =■ 0. 

7. Equazione della sfera che passa per i baricentri dellv facce dvllclracdro 
foudavienlale. 
Sia 



St2i|;P--Si^P.i>. = « 



Tequazione della sfera. Affinchè questa passi per i baricentri delle 'fnccc del te- 
traedro, si dovrà avere 

3 (Mo + t/2 + M3) = ^'m^ + «80* + ^Oì* . 

3 (t/p + u, + 1I3) = a„« + ttjo* + «0,* , 
3 (Uo + it, + Ut) = a„* + a^o* + ''01* » 



da cui 



9Uo = 2ao,« + 2o«,» + 2oo3* - «is* - «si* - «n* 
= 2 I 0^2*^3 cos (aoi^oj) + aojao, cos (aos^o,) + (foi^oi cos (Oo,a„,) | 



ovvero 



9 I/o _ _1 i c os(Fa^F,)-fcos(F,Ft)cos(F,F3) cos(F3F,)4-cos(F,F3)cos(FaF^) 

2 (6 V)* "" lì, Hj H3 ì H, H3 

^ cos(F,F,)-f cos (F3F,) cosCFjF,) ) 
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quindi 
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1 _ cos(F,F,) C08(F,F,) cos(F,F3) ^ 
H, Hu IIj Hj I 

1 _ co8(FoF,) C08(F.F,) cos(FtF,) 
H,- Ho "*■ H, ■*■ H, • 

1 - cos(F.F,) cos(F,F,) cos(F,F,) ] 
H, H„ ^ H, "^ H, ' / 



(13) 



cos( 



iF,ij) , cos(F, F.) cos(F,: 
H, ^ H, "^ H, 

i(FtFa) còs(FoF,) + co8(FiF,) cosCFpF^) + C08(F,FO C08(F. F,) 

Ho 



s( F,FO 



^ cos(F,Fa) cos(FoF,) + co8(FaF,) cos (F» F^) + C08 (F, FQ C08 (F. F») 

Ho 

( cos(F,F,) cos(F,F,) ^ co8(F,F,) cos(F,F,) ^ cos(F,F,) C08( F,FO i 
+ 2| jj- + + j, 

epperò 



cos(F, 



3», ^ 1 l C08(F,F,) cos (Fi F,) cos(F,F ,) ) 
2(CV)« H,H,H,( H, "^ H/""*" H, I 

\l\) cos(F,F,) f cos(F ,F ,) cos(F„Ft) + cos(F,F , ) cos(F,F, ) 
3H.H,H,H, 



a tij n, 11, n. 

Analoghe espressioni si trovano per u, , «, , u,. 

8. Consideriamo questa sfera nel tetraedro i cui spigoli opposti sodo rispet- 
tivamente perpen>licolarì , nel qual caso le altezze passano tutte per uno stesso 
. punto 0. lu questo tetraedro si ha 

cos(F.F,) cos(F,F,) = cos(FoF,) C08{F,F,) = cos(F,F,) cos(F,Fj) . 

poiché, se le quattro altezze s'incontrano nel punto 0, le loro equazioni 

Pj = _ P« - P» 

;F.F,) C08(F.F,) C08(F.F,) ' 

Ps 



(l*) 



» 1 

cos(Fo 



Po ^ P« = P» 

cos(FoF,) C08(F,F,) C08^F,F,) ' 

Po _ P< _ P» 

cos(F,F,) cos^F.F») cos(F,F,) ' 

Po Pi Vt 

cos(F.F,) C08(F,F,) cos(F,F,)' / 

» 



(15) 
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debbono coesistere. Le (14) sono adunque le condizioni analitiche affinchè gli 
spigoli opposti del tetraedro siano rispettivamente perpendicolari. Queste condi- 
zioni possono esprimersi con altra forma. Infatti dalle (13) per le (14) si ricava 

cos (Ft F,) + cos(F, Ft) cos (Ft F») _ cos (F, F,) + cos (F^ F,) cos (F, F,) 
H, ~ H. 

cos (F, F,) + cos (F , F,) cos(F, F, ) ,., 

= ^ . (16) 

ossia 

«01* + «01* - «iì* = «08* + «08* - «M* = «08* + «01* - «81*- 

Analogamente si trova 

«40* + «u' - «02* = ««* + «18* - «85* = «18* + «10* - «80* . GCC. 

Tutte queste relazioni conducono alle condizioni 

«01* + «18* = «01* + «81* = «08* + «11* . 

E facile poi vedere che le coordinate ioq , . . . , (t>3 del punto soddisfano le 
relazioni 

fc)oV|cosrF,F3Ìcos(P3F,)cos(P,P,); = to,Vjcos(PjF3)cos(F5Po)cos(PoFj)| 
=wJicos(F,P5)cos(FsPoìcos(PoP|)! = W5Vlcos(F,P,)cos(F,Fo)cos(F,F,)!. (H) 

Inoltre . il tetraedro fondamentale e quello formato dai piedi delle quattro 
altezze sono omologici; è il centro di omologia ed il piano 

PoVtcos(P,P,)cos(PaPOcos(P|Pa)! + ... + PsVÌcos(F,Pt)cos(P2Po)cos(PoF|)|-0 (18) 

il piano di omologia. 

Ritornando ora alla sfera si ha in tal caso per le (16) 

3ti^ ^ cos (P.Pa) + cos (P^P,) cos (FtPs) _ cos (PsP,) + cos (P^P,) cos (F^P ^) 
2(6V)» " H, H, 

cos(F,F>) + C03(F3P,) cos(F3P^) 



3ti3 cos (F,Fa) -f cos (FqP,) cos (FqF,) ^ cos (F^Fq) -f co s (F^F^) cos (F|Po) 
2(6V)« "^ Ho H, 

_ cos (PqPi) + cos (F^Fq) cos (F^F, ) 
H, 
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Da qui si ricava 



^cos(FoP,) =gi cos(F,F,) ='^cos(FoF,^ , 



n^ 



gj cos (P^Fj) = jjl cos (F.F,) = ^ cos (F,F,) . 

opperò 

Wo : Ho 1/3 : H, 



Vlcos(F,P3)cos(F3F,)cos(F,Fj)| * * * . V|cos(F,Fj)cos(F4PJcostF^F,) 

Inoltre, dalle relazioni 

2(6 V)* 
«or + «OS* - «2,1' = h^hX I cos(FjF3) -f cos(F,F,) cosCF.F,) j , 

«03* + «01* - «81* = hjj^Ìj I cos(F3F,) + cos(F,F3^ cos(F,F,) ! , 

2(6V)* 
«01* -f «01' - «12' = jjg-gi ! cos(F,F,) + cosCPjF,) cos(F3F,) ! , 

2(6Y)* 
««* + ««* - ^" = jj-2ìn|- ! cosCF.F,) V cos(F„F,ì cos^FoFjt } . 

si ricava 

2ao4* = 3(Uo + i/4). 
ed in generale 

L'equazione della sfera è adunque 



-T- (19) 



ovvero 



^/JH,P' ^ H,H, P'P«-*'- 
Questa sfera passa per i pedi delle quattro altezze del tetraedro , come si 
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può vedere sostituendo in una delie equazioni soprascritte le coordinate di questi 
punti date dille (IS). Essa dicesi perciò la sfarà degli olio punii e rassomiglia 
per le sue proprietà al cerchio dei nove punti. 

V 'i' 

Il piano di ugual potenza di questa sfera e della sfera circoscritta è /. ^ Pr=0, 

ossia il piano (!8) di omologia del tetraedro- fondamentale e del tetraedro dei 
piedi delle altezze. 

Lo coor.Iinate (w^) del centro di omologia sono date per le (il; e (19) 
dallo relazioni 

w^ : Ho w, : H, co, : H, w, : H., l'o^i^t^'s 



Le coordinate (^^) del centro B della sfera degli otto punti soddisfano le 
relazioni 

Po : Ho ^ P, : H, 



P2:H, ^ P8:H3 ^ 

3w,tv'i + «t(WoW| + ^*i«8 + w,«o) 3woW|W« + «sCW'iWj + W2W0 + «o^i) 

1 

" 6 (Wjt/jT/, + t/jtfjtfo + 1*8^0^, + WoW,1'i) ' 

Avendosi poi per le coordinate (a^) del centro A della sfera circoscritta 
gp : Hq ftt : H^ 

«t : H^ «8 ' Ha 

1 



si vede che 

P, = "-^. (20) 

ossia il punto B divide il segmento AO nel rapporto di 2 ad U 



Digitized by 



Google 



)( m )( 

Si può inoltre vedere che il punto è il centro di similitudine di questa 
sfera e della sfera circoscritta Infatti , se p, e p^ sono i segmenti determinati 
dalla sfera circoscritta su una retta passante per , la quale fa con la perpen- 
dicolare alla faccia F^ l'angolo 6^, si ha (11) 

Pi Pi - — ■ 



V u, _L. •. N ^osO^ cose, 2 (WjUjM, i- WjW,t/o + Vs^oWi + Wo«iWi) 

L {U^ + %l,) — g • — jg — 

E se Pf' e pt sono i segmenti determinati dalla sfera degli otto punti sulla me- 
desima retta, si ha 

ny. C0S«6, V /..,., s cose C0S9, 2(ir,W,H,+M,«jMo+«,Vl + Wo«.«t' 



eppeiò 



Pi Pi _ Q _ OA' 
Pi Pt OB* 



Da ciò si vede che il raggio della sfera circoscritta sta al raggio della sfera degli 
otto punti come 3:1. 

Che il raggio IV della sfera degli otto punti è un terzo del raggio della sfera 
circoscritta, si può vedere anche direttamente. Ed invero, si ha 



R'> = 



2S..|;-2:0;.4-u,)|/^^ 



Ma per la (20) si ha 

& * pò (5 2 O 

o V II ti V ^1 _]_ Il N Li . *'•- ~ •? y 1/ ^l»:_ .. V ,. t£. 

_ I _ a,* 4 ^, a, (Oy 4 to,* l ^, a, 2 w. 
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ed inoltre 






quindi 



R'» = Ìr» ed R' = |R- 



9. Indichiamo con A^^ il punto medio dello spigolo A, A, del tetraedro Tonda- 
mcntale e cerchiamo Tequazione della sfera che passa per i punti Aqi A^* Aqs A^,. 
Essendo 

Tequazione della sfera, se essa passa per i detti punti, si avrà 
da cui 

Consideriamo però questa sfera nel tetraedro i cui lati opposti sono perpen- 
dicolari. Allora, come e Aicile vedere, la sfera passerà per i punti medi dogli altri 
due spigoli del tetraeilro e si avrà 

L'equazione della sfera sarà 



^ H, ^ h/' ^ E,U, P'^» - " ' 



ovvero, osservando che Vf^jUf, 



^ n; ^ r/' ^ --- tTht '^''^' " • 

voL. XXIX. 35 
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Cd ancora . 






Essendo la sua sezione con il piano di una Ciccia del tetraedro il cerchio dei 
nove punti relativo a detta Taccia, la sfera passerà ancora per i piedi delle per 
pendicolari condotte dai vertici del tetraedro sui lati opposti. Questa sfera dicesi 
perciò la sfera dai dodici punii. 

Lo coordinate (Yr) del centro C di essa sono 

II,""1J."'H,''H3~4' 
ossia il centro C coincide col baricentro del tetraedro. Ed inoltre, essendo 

T. = "-^'. (2.) 

il centro C è il punto medio del segmento OA. 

Il piano £t/^ ~ = è ancora il piano di ugual potenza di questa sfera con 

la sfera circoscritta. 

Se R" 6 il raggio di essa, si lia 

''"' = - , cos'O; ,^ , cosV coso. = 32 ^ "' = T6 («-* + "« > ' 

ossia, il quadruplo del raggio di questa sfera è Vipolenusa di un triangolo rei- 
tangolo i cui cnlo.li sono due spigoli opposti del tetraedro. 

Possiamo trovare un'altra espressione del valore di R". Per la (21) si ha 

- 3" 2"«n: 
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quindi 



R'* = 7 R* + 



10. L'equazione 

se il tetraedro ha gli spigoli opposti rispettivamente perpendicolari , rappresenta 
l.i sfera rispetto alla quale il tetraedro è coniugato a sé stesso. Le coordinate del 
centro di questa sfera soddisfano le relazioni 

t/o V, V^ M3 

opperò il centro coincide col punto 0. Il piano di ugual potenza di questa sf ra 
e della sfera circoscritta è ancora 



t't"'-"- 



Per il raggio R"' di questa sfera si ha 

opperò 

R2 = 4R"2 + R"'t , 

ossia : nel lelracdro i cui spigoli opposti sono rispeUivamenle perpendicolari, il 
ratjgio della sfera circoscrilla è Cipolemisa del triangolo rellangolo i cui cateti 
suuo il doppio del raggio della sfera dei dodici puìUi ed il raggio della sfera 
ri<pelto alla quale il lelraedro è coniugalo a sé slesso. 
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MOVIMENTO 
D[ UN PUNTO MATERIALE ATTRATTO DA DUE CENTRI FISSI 

SECONDO LA LEGGE DI NEWTON 

DEL 

Dott. ROBERTO HAUSSNER. 

Versione dal tedesco per cura della Redazione del Giornale. 



Siccome questo problema, negli ultimi anni scorsi, è stato trattato spesso in 
articoli di questo Giornale (v. p. e. i lavori del sig. Morera, Voi. XII e XVI, 
e del sig. Bonacini, Voi. XXVIll), cosi mi è sembrato non essere privo d'in- 
teresse comunicare qui un estratto della mìa Dissertazione-inaugurale, pubblicata 
in Gottinga nclfanno 1889. In essa io svolsi le equazioni integrali del problema 
proposto, ed espressi poi gf integrali per mezzo di funzioni ellittiche. Riguardo 
alTestesa letteratura intorno a questo problema io debbo rimandare alla mia Dis 
sertazione, la quale la contiene, per quanto allora era da me conosciuta. 

i. 

Si stabiliscono lo equazioni integrali per mezzo di un metodo dato dal sig. E. 
Schering per trattare i problemi di Meccanica (Memorie della R. Società delle 
Scienze di Gottinga, Voi. XVllI). Come equazione fondamentale per un problema 
meccanico sia data Tequaziono dilTerenziale 

dove V dinota il potenziale delle forze date, T la forza viva del punto mobile ^ ( 
il tempo e qi sono le variabili del sistema. La generale differenziazione (D —) si 
deve prendere nel senso definito nella III sezione della suddetta Memoria. Se 
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inoltre --p = g/ , sarà p| = — ^r — p-^ , dove 6 è il segno della differenziazione par- 
ziale secondo le quantità qi ^q{ l^ quando T + V si considera come funzione di 
queste quantità. Introducendo ora la funzione di Hamilton 

H=-T-^V + 2:p,(//, (2) 

e supponendo lo quantità 9^ come indipendenti tra loro , immaginando in H eli- 
minate le quantità 9/ per mezzo delie equazioni che definiscono le p^ , sostituito 
poi n neir equazione , e questa differenziata parzialmente secondo le quantità 
9{ , P/ . ( , si ottengono le equazioni di un problema meccanico nella nota forma 
di Hamilton 

dpi " di "^^ 

aH_dp, _ e(T + V) ... 

gH ^ dH _ e(T4-Y) 
di dt^ Qi * 

Dalla terza de)lc equazioni (3) segue , che , quando T + V non contiene esplicita- 
mente il tempo ( , 

H = cost. 

Se V ancora non contiene le quantità g/, ed è T una funzione omogenea di 2"^ gradp 
delle quantità g/» si ha 

onde 

H = cost. = T-V- (4) 

Invece delle variabili p , g s'introduca ora un altro sistema di variabili cano- 
niche f y <|^> sicché Tequazione (I) si cambi in (*) 

D(T + V-S') = |{[T + V-S'-S9i*/]D^ + 29/04^,1, (5) 



(^) La derivata secondo il tempo è indicata con un accento superiore ('). 
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dove S' è una funzione ancora da determinare. Sottraendo questa equazione da 
(1) , si ottiene 

Il secondo membro di questa equazione ò un differenziale completo secondo 
il tempo, quindi deve essere ancor tale il primo membro, affinchè questa equa- 
zione valga in generale, vale a dire deve essere 

"di- 
si ponga ora per brevità 

K--'^ + 2^P/g/--?i*/ (6) 

si ha 

l/equazione (5) si può scrivere ancora 

D(- H + E) = ^ (- li -f E) Di + 2; c/DÒ^ - !: ^l' D ?,. 

Riguardando E - H come funzione di cp^, ^^ , /. , si ottengono da questa ultima 
equazione , con la dilTerenziazione parziale secondo queste quantità le cosi dette 
equazioni differenziali delle perturbazioni , le quali in quanto alla forma , coinci- 
dono con le (equazioni di Hamilton: 

a?, ~ *' di ' 

g(H- E ) ^ jj, _ £, ^ 't(H-E) 
oi di 

Potendo le quantità p^ essere espresse come funzioni delle quautiià 9/. 4'/»'» 
segue per mezzo del differenziare parzialmente l'equazione (7) secondo queste 
quantità : 

ds ds as ^ ds 
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Se nella sostituzione delle nuove variabili canoniche si ottiene H = E, segue 
dalie equazioni (8) : 

Ò, = COSt. . - (Pi = TTT- ^ COSt. (10) 

Con ciò in questo caso le nuove variabili 9^ , i/i danno un sistema completo 
di integrali delle equazioni difTereuzìaii 

Per la funzione di sostituzione S si ottiene da (7) : 

Se ogni p^ è una funzione della qi affetta da eguaio indice e di tutte le quan- 
tità c{;, e diventi inoltre H con Tintroduzione di questi valori delle p indipendente 
dalle quantità q , diverrà S una somma di semplici quadrature : 

S = Jp,D7, + Jp2D7,+ ...+Jp„D7,-jHD/. . (12) 

Scegliendo ora H^Iil ed S corrispondente all'equazione (12), basta resistenza 
delTequazione (7) , affinchè le variabili 9 e 4 formino un sistema canonico. Nello 
stesso tiMupo le nuovo variabili sono un sistema completo di integrali delle equa- 
zioni din'erenziali di Hamilton. 



2. 

Dinotino ì\ ed r, le distanze del punto materiale mobile di massa 1 dai due 
centri (issi di ra.isse ?7i, ed m^ , sarà la funzione delle forze 

\ - -— ^ -I- — ^ 



dipendente solamente dalle coordinate. Per Tasse dei centri e pel punto materiale 
conduco un piano, il quale nel movimento del punto rota intorno all'asse dei centri. 
In questo piano scelgo un sistema di coordinate rettangolari in modo ciie Torigine 
di esso cada nel punto medio tra i due centri, Tasse dei centri coincida con Tasse 
delle X, e sia considerata come positiva In parte delTasse delle x, che passa pel 
centro di massa w,, Dinotiamo inoltre coji x Tangolo^ che questo piano , ad un 
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tempo qualunque , fa con la sua posizione iniziale , sarà la forza viva del mubiie 
in una posizione (^ i J/ » x) ^^^^ dairequazione 

In luogo delie coordinate rettangolari {x , y) introduco nel piano rotante coor- 
dinate ellittiche, i di cui fuochi si trovino nei due centri fissi. Se ?f è la distanza 
scambievole tra i due centri, le coordinate ellittiche sono definite per mezzo delle . 
equazioni : 

X* y^ 

dove X| > f > X,. Allora sarà 

Pongo le quantità X, ,Xs,x "^l^^ formolo della sezione precedente in luogo 
delle quantità 9 , ottengo allora le p corrispondenti dairequazione che le definisce 

— r — ;-^ = P| = r — ;, poichè V dipende solamente dalle coordinate. Si ottiene 
con ciò è 

x^^ - n » r-v i PsV* j 1 1 \ 

r, ed r*, espresse in coordinate ellittiche, eguali ad 

Ti = / 1 + Xj , ^'2 = X| — Xj , 

dove X| si deve prendere positivamente negativamente, secondo che si considera 
il ramo delllperbole X2 = cost. che cade dalla parte detrasse delle x positivo o 
negativo. Allora sarà 

(w, 4- ffla) X| — (m, - ffl,) X^ 
"" X ^ - X « 

A| - A, 
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Questa espressione di H non contiene il tempo ^ sicché diventa H, per l*uUìma 
delle equazioni (3), una costante d'integrazione. La stessa espressione di H non 
contiene la quantità /, sicché diventa p, per l'ultima delle equazioni (IO;* una 
costante d'integrazione e dinota, come risulta dall'equazione che la definisce, la 
somma delie velocità delle aree proiettate sul piano perpendicolare alla retta che 
congiunge le masse fisse m^ ed rn^. 

L' ultima equazione per H si può esprimerò in modo, che in un membro non 
vi siano altre variabili che P| e X, e nell'altro membro al contrario non vi siano 
altre variabili che Pi ed X^» perciò dinoto il valore di ciascuno dei due membri 
con ^^y e dopo di aver messo 

posso porre adunque 

= i^,W - (^2* - P)Pi' + 2(m, ~ tn,) X, - ^^ = ^,. 

Ha per mezzo di questa sostituzione ottengo .nppunto le quantità}) come fun- 
zioni delle quantità '{* e delle 9 alTette dallo stesso in<licc : 

, [2.^, X,» + 2(m. + m,)X. - 4 >,1(V - n - W P _ A. 

?.* = *«*• 

Scelgo ora la funzione di sostituzione S in modo, che le (p diano nello stesso 
tempo l'integrazione delle equazioni del movimento; ciò accade, come si è mo- 
strato nella sezione precedente, quando sì ha 

H = E , S = -JHd/ + Jp,d.X,+Jp,dX, + Jp8^X- 
La funzione di sostituzione diviene adunque: 

dove i limiti inferiori dei due integrali sono valori costanti di X| e >t (ki^^ e X|<^^) 
voL. XXIX. 36 
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Le equazioni integrali del moTimento ottengo ora per mezzo della forinola 

as 

Con ciò sarà Tequazione del tempo : 






r equazione della traiettoria nel piano rotante: 



! ) 00 VA| / 5^ 00 n/A^ 



Tcquazione per Tangolo, che il piano rotante fa con la sua posizione iniziale 



X+?s = 






Le costanti 4^1 '4^2 1^3 si determinano facilmente dai valori, che le quantit. 
^i»^2iX»^ hanno al tempo f = 0. (V. Dissertazione, p. 12). 



3. 



Per esprimere gl'integrali per mezzo dì funzioni ellittiche, sì deve prima Te- 
dcre, se le radici dei due polinomi 

A| = l ^, X,» + 2 (m. + m,) X, - ^,\ [X,« - n - 4;,V* = , 

A2 = [2+tX2* + 2(m,-r7iOX,-4^,]lX,*-n-4'sV* = 0, 

sono reali pur no. A tale oggetto mi giovo della rappresentazione graOca e con- 
sidero X come ascissa , ed i corrispondenti valori delle funzioni A, , e A^ conìe 
ordinate. Dalle equazioni : 



dX| _ VAj dX, _ VAjt 

dt ""X.'-V ' di ""X.^-X,* 
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sogue, che A, e \^ per gì* intervalli di >•« e x^ , che vengono in ccnsiiierozione in 
un movimento reale , debbono essere positivi. Segue da ciò , che A, per i valori 
di X tra +/* e f cx> deve avere valori positivi, che al contrario Aj li deve avere 
tali per i valori di >2 , tra -/" e +/". Inoltre si ha per \z=\z=±f ^ A,=A,=-?j;3Y*, 
per >, = >2 = , A, = A2 = (d;j - ^3*)/"*. Con ciò si conclude inolt'-e subito, che 
Aj = deve avere sempre due radici reali tra - /* e + A 

Prima di dedurre ulteriori consei2uenze, suppongo che sia ??)<>77?2. Con ciò 
non viene limitata la generalità della ricerca : poiché il caso di m^ > 'm^ vien ri- 
condotto all'altro caso col supporre che Tasse delle x sia considerato positiva- 
mente nel senso opposto, vale a dire sarà mutato \ ^^ ~ ^2- ^'N ^^ ^^2 debbono 
essere sempre positive. 

L'espressione di A, posso scrivere anche nella forma seguente : 

A, = [ m, >.* - 4^,)(>* - n - *s* n + m^^u - «^) ^ o^' - di. 



\/-../. 0«3 Via Uri £Xf \1Vl I VctIUll HI A ila — «^ ... — / e \J..,I %HlUil I^IUMblVI, BUlU 

avrà per i valori eguali ed opposti di x valori positivi ancora maggiori. Da questa 
circostanza segue, che A, = tra x = -/... x = 4- f deve avere due radici negative 
pure una radice nej^ativa ed una positiva, secondo che (^l'i — ^j's*) P è negativa 
o positiva. Neirultimo caso la radice negativa è in valore assoluto maggiore della 
^sìtiva. 




positiva 

Siccome ora 



A, - Aj = 4mj (X* - p) l 



per X > — f ... X < è positiva , per x < + f e x > è negativa , ne segue , che 
anche A, = deve avere due radici tra x = + /* e x = - /". Le raglici sono tutte e 
due negative, quando si ha (4^2 - ^^s*) /"* < ; se (4'* - 4'8*)P > 0, una radico sarà 
positiva, Faltra negativa ed in valore assoluto maggiore della radice positiva. 

Se 2(|», > , Al e A, diverranno per x = j-oo inQnitam^nte grandi positiva- 
mente ; per x=: + /* i due polinomi hanno lo stesso valore negativo. Adunque hanno 
A, = e A, = ancora ciascuna una radice tra x = + /*.., + 00 e x = — /...-oo. 
Se 24^4 = 0, cadrà una terza radice di A, = ed una di A, = tra x = 0...4-/'. 
Se 2^^ <0 saranno A, e A^ inflnitaraente grandi per x = -jt^*^i=0 ha adunque 
ancora due radici reali tra x =: + /'... + oo.Aj = al contrario può avere quattro 
anche solamente due radici reali. Nel primo caso cadono tutte le radici tra 
x = — ^ e x = + A solamente due radici in questo intervallo e due tra x = h-^ 
e X = + 00. 

Indichiamo le radici di A, = con a, , 6, , e, , d, e quelle di A, = con 
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ttj , òj , ^2 , d-i , (love per valori reali è a>6>c>d, dovranno distinguersi i se- 
guenti casi. 

I. 2 t}/^ > : a, < >., < 00 , Cj* < ^i < b^ ; 
li. 2^^--^0 : o, < >, < 00 , Cj < >j < 6j ; 
III. 2(p, <0: 

2.) /" < ftj < a* < 00 : 64 < x^ < a, , dj < Xj < Cj 

3.) a, e dj complesse coniugate : '^i < >, < a, , c^ < ^2 < '^i- 



Per la riduzione ciegl' integrali ellittici alla forma normale di 3^ grado di 
Weier Strass mi servo di un metodo dato dal sig. Wei e r Strass e comunica- 
tomi dal sig. Scliwarz. 

Si debba 

/ -7==> ove R(x) = A(a?-a)(x-g)(x-Tf)(^-*)t 

ed A è una costante, ridurre alla forma 

r ds 
j —=, dove S = 4(8-e,)(8-e2)(8-ej) 

e si ha e, + e^ + e, = 0. Stabilisco, che per 

x = a , P ,T » 8 » « 
debba essere 

s = 00 , e^ , p, , Cj , «0 , 

le quali condizioni sono soddisfatte con le seguenti equazioni di sostituzione : 

OS -- p _ P - 8 8 - e, ap — Y _ y-^S s - e^ 

x-a~ a-6e| — Cj ' 05 — a"" a-6 e, — e, ' 

aj-6 8 — 88- e. 

= — ^ r ?. M) 

05 — a a-p84-ej ^^ 
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Specializzando queste foruiole ottengo : 



(!•) 



e;j-^_a~o P--Y ei~g2 ^ «"Q P"T Ot-e^ _a-^ ->( -i 



e«~^8 a-TfP-8 ' e» -e, a-pir-6 ' ^«-63 a-Y?-S' 



Considerando ancora il valore di -^ che si deduce da (1), segue finalmente: 



Affinchè ora si abbia l'equazione 

dx ■ ds ds 



pongo 



e quindi 



VR(aj VS n/4 (« - e,) (8 - e,) (8 - e,) 



«.-e,= -4-(«-r)(P-8) 



(2) 



e,-e, = --^(a-8)(p-Tf). (3) 

e»-c« = --j-(a-P)(T-ò). 
Dalle equazioni (1) risultano ora le seguenti : 

8 - c,= 4" («-P)(«-lf)(a- 8) ^+ 4" («-T)(a-8) 
8_e.= l-(a_P)(a--y)(a-8)^ + -A-(a-p)(o-8) (4) 

8-es = -^(a-p)(a--r)(«-8)^ + -^(a-J)(a-Tf) 

dR(x) 
Indicando ora.il valore, che prende —r—=R'(x) per x = a, con R'(a), ij 

uX 



Digitized by 



Google 



)( 286 )( 
valore corrispondente di = R"(x) con R"(a) si ha 

UtXì 

4 OC -a 24 
e siccome per ac = oo deve essere s=^Sq, sarà fio=orR"(<3t)» onde 

OD - a = j —-— . (5) 

4 8- Sq 

Per determinare 8^ servono le formole seguenti che si deducono dalle equa- 
zioni (4) : 

«o-c, = j-(a-Y)(a-G) , s^-.(., = ^(a-p)(a-8) , s^-Cj =j^(a-p)(a-Y). (6) 
Se per 8 = 5^, S = So , segue dalle equazioni (2) e (5) 

Se il coefficiente di a;* = 0, la trasformazione si semplifica notevolmente. Sia 

R(a?) = 4BdD» + 6 Cao» + 4Da? + E = 4B(x - a) (a? - P)(a - 7). 
Affinchè allora per 



x=a , p , Y 



sia 



pongo 



8 = e, , e, 



2 » «^« 



si ha allora 



C 
05 = — g— , 8 = Bx + — ; 



dx d» 



\lfi{x) \/S 



Da * segue : 

e,-c, = B(a^?) , ^,-f, = B<a-.Y) , e,- 0, = B(p-T). 3* 
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Inoltre è 



Tutti gl'integrali ellittici , che si presentano in questo problema , sono della 
forma 

dx 



I.) aJo. 



Pongo (•) 






Allora è 

\dw/u=tto V du /u=Wo 4 

dove alla radice si deve dare sempre il segno positivo. Inoltre è 

So" = P"w, = |.R'(a)13a-p-Y-3|. 

Per mezzo dello sviluppo del valore di x^ che segue dalla formola (S) della 
sezione precedente , nelle vicinanze del posto u = ± t/o , si fa manifesto , che la 
funzione 

^ I P(u - Wo) + P(t* + Vo) t - T-j= I 7 (w - «^0 - 7 (w + «o) [ > 
dove H = a + ^ + Y + 8, nello stesso posto diviene inDnitamente grande dello stesso 



{^) In ciò che segue ogni grandezza non altrimenti definita ha il significato, che 
le è attribuito nelle < Formole e teoremi nell'uso delle funzioni ellittiche n pubbli- 
caie da H. A. Schwarz, Gottinga 1885. 

Colla lettera P , per esigenza tipografica, dinotiamo la nota funzione di We- 
ìerstrass* 
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ordine, come cc^, quindi pel noto teorema di Liouviilo è eguale ad a;*, a meno 
di una costante additiva. Determinando quest' ultima in modo da porre x = a , 
8 = 00 , u = 0, si ottiene 

-==- ] -(tt-«o)+ - ^U + tt„) f + -— : log 2^ + T« + C0St. , 

dove 



t* = ±Wi , e per 05 = -/*: 8 = Sj , « = ±«2- Per mezzo dello sviluppo in serie ot- 
tengo allora: 



f dm 
Per calcolare / ■—;===., suppongo, che per 0?= + /", diventi: s = s,, 



I ^== =7rT-:jr log -7 ^ - ~--7, log -7 ^ + W« + COSt. 

Qui in ciascun caso speciale bisogna particolarmente decidere sul segno di 
ciascuno dei due termini. 

Dalle equazioni (4) della sezione precedente segue (*} : 

g(U4-Mo) O(tA-Wo) 0*«*1 C(U+MJ O(U-Uo) O^U^ ' ' 

c(m-tf,) G(U-U,) 0% , ^ 0(U-H<,) 0(U>- 1i,) 0,«Wo g 

^0 1 1/| y y% sono definite dalle formolo : 



(•) H. A. Schwarz, Pormole e teoremi, Art. 18(2), 88 (D , 1). 
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2.) A = 0. 

dx ds 

Pongo s = P(w) , , = -^ = du. Per 05 = 00 , è 8 = oo , w = 0. Con lo svì- 

\/K(a7) Vi- 
luppo in serie ottengo allora (•): 

Per 0? = /" diviene s = 8, . u = ±ti| , per aj = - /': 8 = 8j , n = ±ii,. Si ha 
allora : 

/ ;= = ^rr^i ) ± Jog -^ -i± log -' \ [ + W. w + cost. . 

dove 

Inoltre è 

ti| , ift sono dcflnite dalle equazioni : 

Le quantità die si presentano nella riduiione deirintegralc f --=L c^,e^,e^, 

J VA, 

Ot » 9t ^^"0 ^^ generale diverse dalle quantità corrispondenti, che si trovano nella 

riduzione di / —=; esse sono solo allora eguali, quando rw, o tWjsO (v» Disser- 

•' VA, 
tazione , p. 21). 



(•) H A. Schwarz. Formole e teoremi, 1. e. Art. 9 (13), 

(••; Nella trasformazione le quantità dipendenti da Aj, per distinguerle da quelle 

d'fUo stesso nome appartenenti a A, , le indico con le lettere delPalfabeto grassetto, 

corrispondenti alle lettore latin; o greche. 

VOL. XXIX. 37 
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6. 

Per pervenire alla riduzione degrintegrali dipendenti da X^ , o Xj, pongo 
nelle formole dello due ultime sezioni : 

R(a?) = A^ , ^=^^ , a = a, , p = d, , 7 = 0, , 8^6,, 

risp. R(a?) = Aa , ^^='^i , a = a, , p = di , 7 = 0, , 5 = frj. 

Risultano allora le equazioni seguenti (*) ; 

In queste formole è : 

* = 2^ •• ' = è ' ~ + " = 2?«' 

T. - T. = a,' - V > j^ \ ^^-^, -^, log X. («,) -(2;5j, 5;; logx.<T^ } 

1 I M. -^' M. t7. ,ì 



(•) H. A. Schwarz , 1. e. Art. 45 (l - 17). 

Le funzioni dipendenti da o, , o^, sono distinte dalle fanzioni analoghe dipendenti 
d:i iO| , lOj per roe/.zo di ona lineetta orizzontale messavi sopra. 
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Tuli' i termini costanti sono racchiusi in ?« e ^g. Vq , i/| , u^ hanno i valori 
seguenti : ' 



sen am 



(Ve,-e,t/,.ft)=^^| . senam(V'',-e,«,i,&)=^*-|J-| L^|. 



sen coam (y/e^ — r, u,i , fc) - sen am (K — n/c, - e, ti^i , fc) = \/-^;r 7~#r» 

K è rintegrale ellittico completo di prima specie a^ , Uf , a^ , k , sono de- 
finiti por mezzo di analoghe equazioni come u^ ^ u^ ^ u^ ^ Il , solamente l'indice 
della radice i è rimpiazzato da 2. 

IL ?(|;, = 0. 

Pongo 

4B = 2 (mi i-m^) . a = «t , P = &i » Y = Ci » 

rlsp. 4B = 2 (m, - m,) , a = o, , p = 6, , y = c^ , 

ed ottengo le formolo seguenti : 

^» "" 3 L (m, + m,)» I (2w,)» dt?« x, ^^ "^ 2w, x ^"^^ I 

2 T, (t) - t>, i) Tj (V - Vti) T, (V - T,l) T, (V - Tj») 
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. ,f. jiCM^Tt»)^ (▼-▼»») V(0) ,^ - 



In queste forinole è 

u Tu 



^«"*»-3^M(m,+ngA T^, \2) (ffl,-TJi,)»\ o, li/I' 

sen am (R - VV"^^* ^ , fe) = VJ^^ » 
sen am (K - v'e, - e, u, i , k) - J ^^ - ♦ 



sen am 



(N/ci-CaWa* . k)= ^-fri'* ' 



sen am ( \'e, - e, u, i ,'k) = v/y-y* , 

'oV{i -5*)(i-&*5*) Jov'(i-5*Kl-A*5*> 

fct^Vif, fc»^ frt - e» ^ 

o, - e, ' 0» - «"t ' 

111. 2«|», <0. 

1.) Q <bt< «, < A 
Se 6, < Xj < fl, , sari : 

-, _^_ [ M, lo.^-^t'Vl . M, log ^4^ >*2, 1 + (T. - T.) » , 
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X I <» _ "a (P + ^1*) ^» <^^ - Pt<) V (t?o<) .. 



■Ca (▼ + V') ^8 (▼ - V) to* (▼«'■) 
Al contrario se rft < J^a < fu sarà 

+4=kiog^;^4+jtf,iogSi^i+(T.-T^u, 



<-9.' = 



to (» + »1 tj (» + «t») t» (▼ - ▼l'i) t| (▼ + »! ») 

*'+^- t,(» + «;.i)^»(f-foi) V(»a<)^ * '^' 
"» (▼ + V) ^t (▼ - ▼o») V (▼»») 



Nei due gruppi di formolo si ha : 

t) = .^ , ▼ = ^ . « + « = 2?, , risp. « + « = 2?,', 

T, - T, = d.» - cf.« , ^ { ^_ j^ log t.(t.oi) -~p ~ logT>of) j 
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sen am 



+èi=<'.')-;i<v)j. 



senam 



senam 



senam 



senam 



senam 



( Ve, - e, uo i , k) = \/^^* , 
V d| - e. 



(d,-c,)(6,-q,) _ (d, - cQ (&, - oQ 

(d,-6,)(c,-a,) * (d,-6,)(c,-o,)' 

'9V(i-5')(i-&n*)* 
i.) f<bi<ai<(xi. 
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* ' T,(tJ + t?,t)T,(r-»,<} V(Oot)^' ^' 

•C| (▼ + To t) 1^1 (▼ - 'O i) V (▼»») 



Qui è 



^ = -è ' ^^ = 1^ • « + - = 2?.. 



1 ( M, T,' ., M, V / ^ l 

Le costanti t/o , ti, , tij » fc 9 «o * ^2 > ^ » s<>"<) definite dalle stesse equazioni, 
come nel caso 1), però nell* equazione che definisce a, si deve porre a sinistra 



invece di 



dove 



K 



(k — V«i - «1 «I i > it) 

(Ve4-eju,i,k), 
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3) 6, e f, sono reali, a, e d, complesse coniugate (•) 



+ 1 [M,lo/4^t^^ + M.log.^Ìi^±^] + (T.-T0«, 

^ To (»+1>,') tj (t> t t),Ì) T, (T-V,t) T, (t+ V,?) 

X +f- '^iiv + Vìi)hiv-Vii) VC^oO /_ . ^^ 



In queste formole è 






(•) Alle funzioni x sopralineate adoperate nelle formole seguenti si debbono attri- 
buire le definizioni date dal sig. Schwarz per mezzo delle formole (14*17) delfar- 
iicolo 46 della sua raccolta di formole ; in luogo di v^ ivi adoperato si deve porre v. 
Tutte le altre funzioni x sono definite per mezzo delle formole (14-17) dell* A.rt. 46. 
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In queste forinole a^ , a, , Oj , k sono definite dalle stesse equazioni, come 
nei due casi precedenti, ma le rimanenti costanti dalle equazioni seguenti : 



sen am 



sen am 



senam 



(v'e,-e,noi,k)= J:*^», 
V Ct - d, 






Le costanti ?« . ?2 , qps si possono determinare dai dati elementi del movi- 
mento al tempo f = , per mezzo dello formole degli Art. 49 e 50 della raccolta 
di formole di Schwarz, come ho fatto yedere nella mia Dissertazione. In essa 
si trova anche la discussione geometrica della traiettoria per i singoli casi. Qui 
si* osservi soltanto, che per 2 4/,>0 le traiettorie si, estendono air infinito, per 

2?p, <0 esse giacciono interamente nel campo finito, propriamente tra due ellis- 
soidi di rotazione omofocali. 

Per conchiudere mi rimane ancora il grato dovere di esprimere i miei rin- 
graziamenti al Prof. Battnglinì, per Tamabilità con la quale ha voluto rivedere la 
traduzione del mio lavoro. 

Aprile 1891. 



VO»*. XXIX. 
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GEOMETRIA ANALITICA CARTESIANA 

PEB 

Q. BATTAGLINI 
(Vedi Voi. XXIX , pag. 233 di questo Giornale). 

IV. 
La sfera , e sistemi di sfere. 

1. 
La dfera — Il piano tangente — Il piano polare. 



^. Sia r il raggio di una sfera, e siano (a , b , e) le coordinate del suo centro 
rispetto a tre assi ortogonali ; essendo la distcìnza (li un punto qualunque (a7,j/,z) 
della supcrflcie sferica dal centro eguale al raggio, si avrà per equazione della 
superflcie sferica proposta 

(1) S = (aj-a)» + (y-6)* + (s-c)«-r» = 0, 

Ofvero 

»» + y* + «* - 2a OB - 2 61/ - 2c 2 + a» + 6* + e* - r* = 0. 

L'equazione (1) prende forme più semplici se il centro della sfera cade sopra 
uno dei piani, sopra uno degli assi, nell'origine delle coordinate; come aoehc 
se, l'origine essendo un punto della superficie sferica, il centro ha una posizione 
qualunque, cade sopra uno dei piani, sopra uno degli assi delle coordinate. 

Chiamando Tangolo che il raggio della superflcie sferica (!), condotto pel 
punto {X ^y ^z) di essa, fa con Tasse delle 2, e 9 Tangolo che la proiesione del 
detto raggio sul piano delle {x , y) fa con Tasse delle x , si avrà 

ac-asrsenOcos^ , y-6 = f sendscn? , «-csfCosO; 
ptr mezzo di queste formolo si esprimono le coordinate di un punto qualunque 
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della superficie sferica per mezzo di due parametri variabili e 9 ; so il centro 
della sfera cade nell^origine delle coordinate si avrà più semplicemente 

cc = rsenOcos? , y = rsenOsen9 , z = rcoa6« 

Un'equazione di 2® grado in x^y^z che ha eguali ì coefficienti dd termini 
in a:^ iy^ i 2^1 e manca dei termini in yz ^zx tXy^ vald a dire un^equaziono della 
forma 

(?) A(a5« + j/* + ;5*) +to + wj/ + «z + « = 0, 

(supposti gli assi ortogonali) rappresenta una superficie sferica ; le coordinate del 
suo centro ed il raggio si otterranno paragonando T equazione proposta (2) con 
Tequazione generale (1) della superficie sferica ; si ha cosi 



onde 



-2a = | , -26=^ , -2c = ^ , a* + 6« + c»-r* = |, 



_ 1 ; . ^^ _ w ,_l* + m* + n»-4sfc 



2/c • 2* ' ""■ 2fc ' ' "" 4k* 

La sfera avrà il raggio reale, nullo, immaginario secondo che 

I» + m* + n*|4sfc; 

pel raggio nullo il solo punto reale della superficie sferica 6 il punto (a , b , e) ; 
pel raggio immaginario tutt'i punti della superficie sferica sono immaginarli. Le 
coordinate {a,b ^c) del centro della sfera (2) dipendono soltanto dai coefficienti 
dei termini di 1^ grado in x^y ,z; adunque variando il termine noto neirequa- 
zione della superficie sferica, il centro rimane sempre lo stesso, e varia solo 
il raggio. 

Indichiamo con d la distanza di un punto qualunque p(^f2/»2) dello spazio 
dal centro (a , b , e) della sfera (1) ; l'espressione 

S = (a-o)« + (y-6)* + (2-c)»-r» = d*-r« = (d-r)(d + r), 

si dice la potenza del punto p rispetto alla superficie sferica S = ; essa è po- 
sitiva, negativa, secondo che il punto p ò esterno interno alla superficie sfe- 
rica ; nel primo caso dinota il quadrato di una tangente qualunque tirata dal 
punto p alla superficie sferica , sia il quadrato del lato del cono di rotazione 
circoscritto alla superficie sferica e di vertice p , e nel secondo caso dinota (m 
valore assoluto) il quadrato di una semicorda qualunque della sfera perpendieo- 
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lare al raggio che passa pel punto p, o sia il qujtdrato del raggio del circolo 
minore prodotlo nella superficie sferica dal piano condotto per p pcrpcndicolar- 
nicnte al raggio che passa per p. La potenza dell'erigine delle coordinate rispetto 
alla superficie sferica (1) è il termine noto della sua equazione, cioè 

a« + ò* + e* - rV 

Se gli assi delle coordinate sono obliqui, T equazione della superficie sferica 
sarà 

(3) (it? - a)« + . . . 4- 2(j/ - b){z - e) cosy^ + . . . - r* = ; 
questa equazione sarà raramente adoperata ; essa ha la forma speciale 

(4) fc (oc* + . . . + 2 yjz cos j/z + . . .) + te + w»l/ + »^5 4- s = ; 

paragonando tra loro i coefficienti dei termini simili in (3) e (4), si avranno quat- 
tro equazioni per determinare le coordinate del centro, ed il raggio della super 
flcie sferica rappresentata dairequaziono (4). 

La superficie sferica (4) si può costruire cercando i punti ove essa incontra 
gli assi delle coordinate ; ponendo in (4) eguali a zero due delle coordinate {y.:^), 
(z , oc) , (0? , y), si avranno per determinare le partì (X' , X'') , (pi' , jjl") , (v' , v") che 
la superficie sferica taglia sugli assi delle ac , y , 2 , rispettivamente le equazioni 

fta5* + to + 8 =: , fcy* + my vs^O , fcs* + ns + s = , 

e per le relazioni tra le radici di un'equazione ed i suoi coefficienti, si avrà 

fc(X' + X") = -l , k\'X"=:s ; fc(pL' + ti^") = -m , iJL'ii" = fi; 

&(v' + v") = "-n , kv'v" = s, 

quindi airequaziono (4) potrà darsi la forma 

»*+... + 2yz cosys + . . . 

. . . - (^' + ^") X - (jJl' + IJL'') y - (V' + V'O 2 -1- I (VX" -|. pl' JJl" + v' v") = 0. 

La relazione x*x"=:iji'ijl" = v'v" , che risulta dalle formolo precedenti, esprìme una 
nota proprietà delle seganti di una superficie sferica. 

L'equazione (2) o (4) della superficie sferica contiene quattro soli coeRicienti 
Indeterminati tra loro indipendenti (potendosi dividere V equazione per k , o ciò 
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che vale lo stesso supporre ft=t) ; la sfera rimane adunque determinata da quattro 
condizioni. 

L'equazione delia superficie sferica in coordinate polari si ottiene (supposto 
il polo nell'origine delle coordinate ortogonali, l'asse polare diretto secondo Tasse 
delle 2 , ed il piano fisso che coincide col piano delle (x,z)) ponendo in (I) 

a; = psenOcos9 , 2/ = psenOseno , z^pcosO; 

hiamando inoltre D la distanza OC del centro C della sfera dal polo 0, -: e ^ 
le altre due coordinate polari di C , omle 

a = DsenTcos^ , 6 = DsenTsen^j; , c = Dcosx. 

Tcquazione (1) si cambierà in 

(5) p* — 2pD[cosOcosT + senO sen-ccos(9 - ^)] + D*- r* = 0. 

Se Tasse polare passa per il centro della sfera sarà t = 0, e se inoltre il 
polo cade sulla superficie sferica, onde D = r, Tcquazionc (5), divisa per p, diverrà 

p = 2rcosO; 

so poi il polo cade nel centro, onde D = 0, Tequazione (5) si ridurrà a p = r. Si 
osservi finalmente che chiamando Fangolo compreso tra p e D, si ha 

COS0 = cosO cosT + senO senTcos(? - ^) , 

sicché alTcquazione (S) potrà darsi la forma 

p*-?pDcose + D*-r» = 0, 

che poteva dedursi immediatamente dalla Trigonometria. 
Se nell'equazione (1) sì pone 

a = DcosX , 6 = Dcos|JL , c = Dcosv, 
verrà 

05* + y* + 2* - 2D (a? cosx + 2/ cos ji. 4- 2 cos v) + (D - r) (D + r) = , 

ponendo D — r , o D + r , eguale a e , onde D + r , o D - r , eguale a 2D - c3 , 
dividendo Tequazione per D , e poi supposto D = oo, verrà Tequazione di un piano 

a; cos X + y :os |ji + 2 cosv - C3 = ; 
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operando allo stesso modo suirequazione (5) si avrà 1* equazione di un piano in 
coordinate polari 

p[co80co8x + senOsenTcos(9 -^)]-c3.-0. 

2. Siano una superficie sferica S , ed un piano P , rappresentati rispettiva- 
mente dalle equazioni 

(1) a?* + !/* + 2*-r* = , a?co8X + 2/cosiJL + scosv-c3 = 0; 
per ogni punto p comune ad S e P si ha 

r* - o* = ac* + j/* + 2* - (05 cosx + y cosijl + z cos v)* = 
(y cos V - s cosjx)* + (2 cosx - as cosv)* + (a? cosijl - y cosX)* = p* , 

essendo p la distanza del punto p dal piede r(^ , y] , Q della perpendicolare ab- 
bassata dairorigine, centro C di S , sul piano P ; adunque la seziono prodotta 
dal piano P nella superficie sferica S ò il circolo » di centro r e di raggio 
p = Vr*-C3*. Se C3 = r il circolo o si riduce al punto r(5,i],0 di S, ed il piano 
P, che allora ba di comune con S il solo punto r , si dice piano tangente di S 
in r ; osservando che si ba 

5 = rcos\ , )i = rcosjx , ( = rcosv, 

si avrà per equazione del piano tangente P di S nel punto (^ . y] 9 

(2) fl?5 + 2/>j+5!;-r« = 0. 

Il piano tangente alla superficie sferica in un punto p è evidentemente per- 
pendicolare in p al raggio condotto per p. 

Siano ora una superficie sferica S, rappresentata dall'equazione (i), ed una 
retta B, che facendo con gli assi gli angoli (a,p.7) passi pel punto P«^a?o»2/p,2j; 
cerchiamo le coordinate dei punti d'incontro p'{a)\y',z') e p"{x" , y" , s'*) di B 
con S. Essendo p(x,2/,2) un punto qualunque di R, e PoP = p9 sarà 

(3) a? = a?o + pcosa , y^j/o + pcosp , ;5 = Zo + pcosY, 
sicché sostituendo i yalori (3) in (1) verrà 

P* + 2p(a5o cosa + y^ cosp + z^ cosy) + a?o* + 2/o* + ^o* - *•* = ; 
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ricafando p da questa equazione, posto 

Xo cosa + j/o cosp + z^ cos Y = 80 , 

C3* = a?o* + !/o* + V - (a?o cosa + t/o cos p + Zq cos^)* = 

(2/« cosTf - z« cos ?)* + (Zg cos a - oCo cosy)* + (Xe cos p - j/o cos a)* , 
verrà 

p = -8o±Vf5^-^, 

quindi le coordinate di p' e p", ponendo 

5 = a?o-3ocosa , )i = j/o-8oCOSp , 5 = 2o-8^cosYf 

saranno date dalle formolo 

(*) J = 5±cosaVr«-a* , ^„ = iJ±cosp V'*-aS 



., = ?±cosYN/r*-o*. 
2 

In queste formolo q dinota la lunghezza della perpendicolare abbassata dal- 
rorigine delle coordinate sulla retta R , e (^ , >] , sono le coordinate del piede 
di questa^ perpendicolare. Segue da ciò che la retta R incontra la superficie sferica 

3 in due punti reali, coincidenti immaginarii, secondo che r»o. 

Tangente alla superficie sferica è ogni retta che rincontra in due punti coin • 
cidenti. Se la retta R è tangente di S nel punto {osf.y'^z') sarà, per lo formolo (4) , 

cj = r , aft=l , y' = )i , 2' = c, 

sicché la retta R è perpendicolare al raggio della sfera condotto al punto (x',i/',2'): 
in questo punto vi sono infinite rette tangenti di S ; per aforne il luogo geome- 
trico, osservando che per le coordinate (x , t/ , 2) di un punto qualunque p della 
tangente R di S nel punto (x' 9 y' , 2') si ha 

ajrro^ + pcosa , i/ = 2/' + pcosp , r, = z' + pcosY, 

e che evidentemente 

ao' cosa + y* cosp + z* cos y = , 
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si avrà per equazione del luogo geometrico richiesto 

xx' + yy' + 2s' - r* = , 

cioè Fcquazione del piano tangente di S nel punto {x* , y' , z'). 

Supponiamo che dal punto Poto^ . y^ , z^) si voglia condurre un piano tangente 
alla superflcie sferica S; indicando con (x' ,y^ ,z') le coordinate del punto ignoto 
p' di contatto (sicché tra esse si abbia la condizione ac * f y* + 5* - r* = 0} l'equa- 
zione del piano tangente ad S in questo punto sarà 

acx' + yy' + zz' - r* = , 

e dovendo il piano tangente passare pel punto (Wq , 2/0 1 ^o) si avrà la condizione 

(X)o^ + VoV' + ^0^' - r* - 0. 

Adunque chiamando ora (x^y^z) le ignote coordinate del punto di contatto, 
esse dovranno soddisfare. alle due equazioni 

(I) OD* + y* + :s' - r« = , (5) x^x^ y^y + ^o^ - r» = ; 

segue da ciò che dal punto Po si possono tirare infiniti piani tangenti alla super- 
ficie sferica S , eJ i loro punti di contatto costituiscono il circolo comune ad S 
ed al piano Po rappresentato dall'equazione (5); questo piano dicesi il piano po- 
lare del punto ]'o (polo) rispetto alla sfera ; in ogni punto p di e il piano tan- 
j,'cntc ad S passa per Po ; la retta che congiunge p con p^ è tangente ad S in 
p , e tutte queste tangenti per i diversi punti p di a, costituiscono una superficie 
conica 2 di rotazione, circoscritta ad S lungo il circolo o, e col vertice in Po* 
Il piano Po è perpendicolare al raggio di S che passa per Po , e la sua distanza 

(Uil centro C di S è ■ , cioè terza proporzionale in ordine alla di- 

stanza Cp^ ed al raggio di S. Se il polo Po è intorno alla sfera S il suo piano 
polare Pq è tutto esterno ad S , sicché allora il circolo , la superflcie conica S, 
ed i piani tangenti condotti da Po ad S, diventano immaginarii. Allorché il palo p^ 
appartiene ad S il suo piano polare Po coincide col piano tangente di S in p© ; 
in generale l'equazione del piano polare di un punto rispetto alla superficie sferica 
ha la stessa forma di quella del piano tangente in un punto della superficie sfe- 
rica, e le due equazioni si distinguono soltanto tra loro per la posizione del punto. 
Per avere Tequazione della superficie conica S , luogo delle tangenti tirate 
da Po ad S, indicando con p' il punto di contatto di una di questo tangenti , si 
avrà per ogni suo punto p , 
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poniamo, onde 

sostituendo questi valori delle coordinate (x' , y' , :&') di p' nello due equazioni di 
condizione che si hanno tra esse, cioè 

x'« + 2/'« + z'« - r* = , rt?o aj' + 2/0 1/' + ^0 ^' - »•* = , 

si troverà 

(aj^o + yj/o + 2^0 - O -;t(Xo* + j/o* + ^o* - ^*) = , 
dalle quali, eliminando k, si dedurrà per equazione di £ 
(6) (a*+2/Hs*-r*)(a?o*+i/oH2o*-r2) - (a7Xo+i/i/a+22o-r*;* = 0. 

3. Essendo p' e p'' due punti qualunque dello spazio, cerchiamo i rapporti 
delle distanze di questi punti da ciascuno dei due punti dMncontro Pi e p^ della 
suporflcie sferica S rappresentata dall'equazione 

(1) a3« + 2/* + ;2;*-f* = , 

con la retta p'p". Le coordinate (x , y , z) del punto p dip'p", di cui le distanze 
da p' e p'' hanno il rapporto ft" : h\ sono 

sicché se il punto p appartiene alla superficie sferica S si avrà la condizione 
(3) »'* (X'» + 1/« + z'^ - r*) + 2)t' /i>' ;xf + y' y" + 2' z" - f*) + 

I due valori di ft" : h' dedotti da questa equazione sono i valori richiesti dei 

raonorti ^-~ e ^-r:!- Sostituendo successivamente questi valori nelle formolo (2) 

*^* Vip r%p' 
si avrebbero le coordinate (a?| , 2/1 . z,) ed (a?, . y^ , z») dei due punti d^ incontro 
Pi c p, della retta p'j)'' con la suporflcie sferica S. 

voi., wix. ^^ 
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Se il punto p' appartiene ad S, l'equazione (3) dà 

questo secondo valore di jr sarà pure nullo posta la condizione 

(4) a?'a:" + 2/'y" + 2'2"-r* = 0; 

in tal caso i due punti d'incontro p^ e j)^ della retta p'p" con la superQcie sfe 
rica S coincidono col punto p', vale a dire quella retta è tangente di S in p'; 
adunque, cambiando in (4) ce" , y" , z" in a? , y , js , T equazione del luogo delle 
tangenti ad S nel punto p', cioè l'equazione del piano tangente di S in p', sarà, 
come sopra , 

(5) a?x'+yy' + 2:;'-r* = 0. 

Nella supposizione che p' e p'' siano qualunque, i due valori di /i" : ft', ra- 
dici dell'equazione (3), saranno eguali e di segni contrarii , vale a dire i punti 
Pj e Pj determineranno con p' e p" rapporti eguali e di segni contrarii, e quindi 
saranno le due coppie di punti (p' , p") e (p, , pj) coniugate armoniche tra loro , 
ponendo la condizione (4) ; ora cambiando in (4) a" , y" , s'' in x^y ^z si ha 
l'equazione (5) , che è pure quella del piano polare del punto p' rispetto ad S , 
si ha adunque la notevole proprietà che a il piano polare dì un punto p', rispetto 
alla superficie sferica S, è il luogo dei punti p", coniugati armonici di p', rispetto 
jille coppie (p, , Pj) dei punti d'incontro di S con le diverse trasversali condotte 
per quel punto p' ». 

Essendo l'equazione (4) simmetrica rispetto alle coordinate dei punti p' e p", 
ne segue che se il piano polare di p' passa per p", viceversa il piano polare di 
p" passerà per p'; quindi se un punto percorre un piano, il suo piano polare 
passerà sempre per uno stesso punto,' cioè pel polo di quel piano; e se un piano 
gira intorno ad un punto, il suo polo si troverà sempre sopra uno stesso piano, 
cioè sul piano polare di quel punto ; inoltre se un punto, o un piano, appartiene 
sempre ad una retta, il suo piano polare, o il suo polo, apparterrà sempre ad 
un'altra retta ; lo due rette si dicono polari coniugale tra loro. 

Le due radici ft'' : h' deirequazione (3) saranno tra loro eguali, posta la con- 
dizione 

(6) (cB'Hy'* f ;5'»-r«) (a5"*+y"*f 2"*-r*) - (ir'x"+y'y"+;5'^"-r^» = ; 

allora evidentemente i due punti Pi e pj coincideranno in un solo, o quindi la 
retta }/p" sarà tangente ad S; adunque, cambiando in (6) x\y\z' in flCo-l/aj^o- 
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ed x" , y" , 2" in x , y , z , Tequazione 

(7) (acHiZ+s^-) «) (a;o*+yo*+2o'-7 *) - (xxoVyVo ^zZo-rV = . 

rappresenterà , come sopra , la superDcìe conica 2 costituita dalle tangenti con- 
doUc ad S dal punto j)^. 

Se Tequazione della superficie srerica S che si considera è data nella forina 
generale 

(8) (X - 0)* + (y - 6)« -1- (2 - e)» - r« = . 

si otterranno le formolo corrispondenti a quelle trovate sinora, nelle diverse que- 
stioni di cui si è trattato , cambiando le coordinate x , y , z di un punto qua- 
lunque in X — a , y — b , z -e; cosi Tequazìone del piano tangente alla superficie 
sferica (8) nel punto x',y',2', e l'equazione del piano polare del punto d5o,yo ,Zo 
rispetto alla stessa superficie, saranno rispettivamente 

(9) (x-a) (x'-a) 4- (y -fc) (y' - 6) f (2 - e) (z'-c) - 1-2 ^ , 

(10) (ir-a)(cro-/0 + (y-6)(y,-6) + (2-c)(2,-c) -r* = ; 

la condizione affinchè due punti {ce' , y' , z') , {ce" , y'' , z") siano coniugati ri- 
spetto alla superflcio sferica sarà 

(11) (aj'-o)(x"-o) + (y'-b){y"-b) + (2'-c)(z"-c) - r» = , 

e finalmcnlc l'equazione delia superficie conica S, di vertice nel punto (Xo.i/a,^») 
e circoscritta alla superficie sferica, sarà 

[{ce - a)* + (y - b)* + (z - c)« -r*][(x^- a)* + (y„ - 6)« + {z^ - e)» - r* ] = 

(1-2) [ (a? - o)(a7o -a) + (y-b) (y, -b) + {z- c)(Zo - e) - r» ]* = 0. 

2. 

Sistema di due e di tre sfere. 

4. Siano le due superficie sferiche 

S, = (x-o,)* + (y-bi)* + {z-c;)* - r,* = a?HY+a* - 2o,x-26, y-2c,2+8, = , 

(i) 

S, = {x-OtY + (y-6,)* + {z-c^* - r,* = x»+y*+z* - 2a,a?-26,y-2ctZ+s, = , 
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e consideriamo Tequazione 

(2) (&, + fr,)S = &,S, + &,S, = 0; 
ponendo 

sarà 

(3) S=(aB-a)*+(2/-6)*+(5;-c)»-f * = aj*+i/Hz* - 2 aa? - 2 61/ - 2 cjg+« == , 

l'equazione di una superficie sferica che passa per la linea comune alle due su- 
perQcie sreriche (i) ; ed infatti le coordinate di un punto qualunque di questa 
linea comune annullando S, ed S^ annulleranno ancora S. Se kt+k^^O annul- 
landosi in (2) i termini a secondo grado \n x ,y ,z , questa equazione rappresenterà 
un piano P; il piano P passa per la linea comune alle due superficie sferiche (1) 
(sicché tale linea comune è un circolo) , e rimane sempre reale anche quando 
quella linea comune è immaginaria ; esso si chiama perciò piano segante comune 
delle due superficie sferiche reale ideale secóndo che la linea comune alle due 
superncie sferiche è reale immaginaria; esso prende ancora il nome di piano 
radicale delle due superficie sferiche. Se le due superficie sferiche si toccano in 
un punto» il piano radicale P è il piano tangente comune in quel punto. 

Rammentando il significato di S, ed S^ , per le coordinate di un punto qua- 
lunque dello spazio, si vedrà che ogni punto del piano segante comune S|— $2=0 
delle superficie sferiche (1) avrà la stessa potenza rispetto alle due superficie 
sferiche ; per questa proprietà il piano segante comune di due superficie sferiche 
si chiama piano di egual potenza rispetto alle due superficie. Per un punto qua- 
lunque del piano di egual potenza P rispetto allo due superficie sferiche essendo 
adunque S, =sS|, sarà per quel punto la potenza rispetto alla superficie sferica 
(i) S = S, = Sj , qualunque sia il rapporto ft, : &, ; le superficie sferiche S rap- 
presentate dall'equazione (2), variando il rapporto k^: k^J hanno adunque lo stesso 
piano P di egual potenza ; segue da ciò che se da un punto qualunque p di P , 
esterno alle superficie sferiche S, si tirano ad S le tangenti, esse saranno eguali, 
e la superficie sferica £ , che ha per centro p e per raggio una di quelle tan 
genti, taglierà tutte le superficie sferiche S ortogonalmente ; se poi il punto p di 
P è interno alle superficie sferiche S , saranno eguali le semicorde di S condotte 
per p perpendicolarmente ai raggi che passano per p , e la superficie sferica £, 
che ha per centro p e per raggio una di quelle semicorde, sarà tagliata da tutte 
le superficie sferiche S secondo circoli massimi. 

S k* 

Essendo per ciascuna delle superficie sferiche (3) -^^ — P t sarA costonfe 
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per ogni suo punto il rapporto delle sue potenze rispetto alfe due superficie sfe- 
riche S| ed S|. 

Siano ora le tre superficie sferiche 

(4) S, = (a?-aj)*+(2/-&i)*+(2-c,)«-rj* = x*+y«+2^-2o,a5-26,i/-2Ci2+s, = o, 

Sa = (aJ-03)H(2/-63)*+(z-C5)«-r3» = x*+2/*+z*-2aja5-26,2/-2c32+S3 = 0. 

I piani di egual potenza di queste superficie sferiche , combinate a due a due, 
essendo rappresentati dalle equazioni 

(5) 8,-83 = , S3-S, = , 8,-S, = 0, 

la di cui somma è identicamente nulla, i tre plani (S) passeranno per una stessa 
retta B; ogni punto p di questa retta ha la stessa potenza rispetto alle super- 
ficie sferiche (i) , poiché per essa si ha 8, = Sj = S3 ; si chiama perciò B asse dì 
egual potenza rispetto alle superficie sferiche 81,83, ^s (^^^^ radicate rispetto 
alle tre superficie sferiche). Se^e dalle cose d^tte che, essendo date due super- 
ficie sferiche 8^ ed 8, , per costruire il loro piano di eguai potenza (quando il 
circolo comune alle due superficie sferiche fosse immaginario) basta segare S| 
ed Sj con un'altra superficie sferica S^ , costruire i piani di egual potenza rispetto 
alle coppie di superficie sferiche (81,83) ^d (S, ,83), e la loro retta d'interse- 
zione apparterrà al cercato piano di egual potenza rispetto ad (8, , 83) ; cam- 
biando la superficie sferica 8, si avrà similmente ua*altra retta del piano cercato, 
il quale resterà cosi determinato ; pure per la prima retta già determinata del 
piano richiesto potendosi condurre il piano perpendicolare alla congiungente dei 
centri di S, ed S*, esso sarà il piano cercato. 
Consideriamo l'equazione 

(6) (», + »! + ft8)S = ft| 8^ + ftjSj + ftjSj = , 
ponendo 

sarà 

S = (aj-a)«+(y-6)«+(j8f-c)*-r« = x*+y«+5«-2aa5-26j/-acz+s s , 
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Tequazione di una superficie srerica che passa per i due punti comuni alle tre 
superficie sferiche (4) ; ed infatti le coordinate di ciascuno di questi punti annul- 
lando Si , Sj , S3 annulleranno ancora S. Se fc, -f k^ + /»a = , annullandosi in (6) 
i termini a secondo grado in x^y^z, questa equazione rappresenterà un piano; 
questo piano passa per i due punti comuni alle tre superficie sferiche (4), e per 
r ipotesi fatta sulle k potendosi porre 

alVequazione di quel piano potrà darsi la forma 

&' (S, - S,) + fc" (S3 - S,) + ft'' (S, - S,) - ; 

il piano adunque contiene Tasse R di egual potenza rispetto ad S^ , S, , S3 (qua- 
lunque siano fc' , fc" , fc'") , sicché quest'asso è appunto la retta che congiunge I 
due punti comuni alle tre superficie sferiche (4). 

La superficie sferica S ha con S, , Sj , S3 lo stesso asse R di cgual potenza, 
ed infatti essendo per ogni punto p di R S, = S, = S3 , sarà per lo stesso punto 
8-81 = 82 = 83, qualunque siano i rapporti /à| : fc, :k^. Lo superficie sferiche S 
rappresentate dairequazionc (6) ,, variando i rapporti k^ : /», : k^, (lo quali costi- 
tuiscono una serie doppia di superficie sferiche) hanno adunque lo stesso asse R 
di egual potenza ; segue da ciò che se da un pulito qualunque p di R, supposto 
esterno alle superficie sferiche S , si tirano ad S le tangenti, esse saranno eguali, 
e la superficie sferica 2 , che ha per centro i) e per raggio una dì quello tan- 
genti, taglierà tutte le superficie sferiche S ortogonalmente; se poi il punto p 
di R è interno alle superficie sferiche 8, saranno eguali le semicorJe di S con- 
dotte per p, perpendicolarmente ai raggi che passano per p, e la superficie sfe- 
rica £, che ha per centro p e per raggio una di quelle semicorde, sarà tagliata 
da tutte le superficie sferiche 8 secondo circoli massimi. 

La superficie sferica 8 contiene i circoli secondo i quali le superficie sferiche 

tagliano rispettivamente le superficie sferiche S, = , 82 = , Sj = 0. 
Essendo 

H, = (a5-a,)(a?«-a|) + (y-6,)(yo-6i) + (2-c,)(2o-C|) - r.* = , 

Hj = (a5-aj)(ro-a,) + (y-hYyo-b^) 4- {z-Cì){Zq-'C^) - V = , 

H3 = (.'J7-a3)(a;o-a5) + iy-b^Yyo-h) + (2-Cj)(:Sj-C3) - rj» = , 

1 piani polari di un punto po rispetto alle superficie sferiche 8^ = , 8^=0, 
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Sj = , sarà 

pure 

(ft» + /f, + 7^3) H = ft, II, + hi Hj + /23 H3 = , 

i] piano polare dello stesso punto rispetto alla superficie sferica 

(ft, + ^2) S = », S, + fej 8j = , 

pure rispetto alla superficie sferica 

(/li + /ta + ^3) S = », S, + ftj 8^ + 7^3 83 = ; 

sicché , nel primo caso , Tariando k^, : /e, , il piano H = passerà per la retta 
d'intersezione dei piani IIi = 0, ed IIj^O, e nel secondo caso, variando i ra*^ 
porti ft, : &| : 7i8 , il piano II = passerà pel punto comune ai tre piani II, = , 
11^ = , 113 = 0, adunque « i piani polari di un punto qualunque, rispetto a tutte 
le superficie sferiche che hanno uno stesso piano di cgual potenza , passeranno 
tutti per una stessa retta , ed i piani polari di un punto qualunque , rispetto a 
tutte le superficie sferiche che hanno uno stesso asse di egual potenza, passeranno 
tutti per un altro punto ». 
Se due superficie sferiche 

S = (ac-a)* -f (1/-6)* -I- (2-c)* - r* = x*+t/Hs^-2ax-26j/-2czf s = , 
2 = (x-ay + (2/-?)* + (2-c)« - p* = x^Hf+z^-^ax ^y'■2^z^<J = , 
si tagliano ortogonalmente sarà 

(a-a)* + (6-P)^ + (c-f/-r»-p«= 0, 
onde 
(8) aa+6P + CY = g(8 + a). 

Ciò posto ; se le due superficie sferiche S^ ed S, tagliano ortogonalmente le 
due superficie sferiche £{ e Z, 9 ^^^^ 

a4a| + 6,?4 + c,Yi = 2(s, + cr4) , a,cr, + ò,?, + CjY2= ^(Si + ^t), 

ì 1 
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quindi ponendo 

(9) (fc4 + A;,)S = fc,8, + ft,Sj = , (X4 + xOS = X|i;, +Xt2:, = , 

sarà ancora 

1 

sicché le superficie sferiche (9) S e S si taglieranno del pari ortogonalmente ; 
segue da ciò che variando in (9) i rapporti k^ : k^ e Xj : x, , si avranno due serie 
semplici di superficie sferiche Sei tali che ogni superficie sferica della prima 
serie taglia ortogonalmente tutte le superficie sferiche della seconda serie, e vi- 
ceversa ; le superficie sferiche di ciascuna serie hanno lo stesso piano di egual 
potenza P, o II, che passa per la linea dei centri P, o R, delle superficie sfe- 
riche deiraltra serie, e questi due piani P e II sono tra loro perpendicolari. I 
due punti in cui il circolo comune alle superficie sferiche £ incontra la retta B, 
ed i due punti in cui il circolo comune alle superficie sferiche S incontra la retta 
P, rappresentano superficie sferiche di raggi nulli, appartenenti rispettivamente 
alla serie delle superficie sferiche S, o alla serie delle superficie sferiche. £; essi 
si dicono i punii limili delle serie di superficie sferiche ; i valori di /Tj : ft| , e 
di x, : X,, che li determinano in (9;, si troveranno ponendo nelF ultima delle 
equazioni (2) r = , e poi eliminando tra esse a , 6 , e , ed analogamente operando 
sulle equazioni corrispondenti a (2) per le superficie sferiche £ ; si troveranno 
cosi le equazioni 

fti*r.* - Kk, [(a, - 0,)* + (6. - 6t)* + (Ci - c,)« - r.* - r,^ + V r,* = . 
(IO) 

Se ora le tre superficie sferiche S, , S^ , Sa segano ortogonalmente le due su- 
perficie sferiche £| e 2^ > sarà 

«iai + Mi + C4T4 = g(Si + a4) , a|^ + 6iPi + c,Y, = 2(«i + ^i)i 
1 1 

1 1 

e quindi ponendo 

(11) (ft|4 *,+*,) s ss &|S,+;(;,s,+;f,s, = o , (x,4x,)j; = X|S| + x,2;j=o. 
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sarà ancora 

sicché le superDcie sfericbc (II) Sei si tagleranno del pari ortogonalmente; 
segue da ciò che variando in (H) ì rapporti ft, : Aj • '^a» ® ^ • ^i i si avranno 
due serie, Funa doppia di superficie sferiche S, e i* altra semplice di superficie 
sreriche £ , tali che ogni superficie sferica della prima serie tciglia ortogonalmente 
tutte le superDcie sferiche della seconda serie, e viceversa; le superficie sferiche 
S della prima serie hanno lo stesso asse R di egual potenza, che coincide con la 
retta p dei centri delle superficie sferiche £ della seconda serie, e le superficie 
sferiche I della seconda serie hanno lo stesso piano II di egual potenza , che 
coincide col piano P dei centri delle superficie sferiche S della prima serie ; la 
retta R ed il. piano P (o ciò che vale lo stesso la retta p ed il piano II) sono tra 
loro perpendicolari. I due punti comuni a tutte le superficie S (appartenenti a p) 
rappresentano superficie sferiche di raggi nulli nella serie semplice delle super- 
ficie 21 , ed i punti del circolo comune a tutte le superficie £ (appartenente a II) 
rappresentano superficie sferiche di raggi nulli nella serie doppia. delle superficie 
S; quei due punti sono i punii limUi della serie 1, e quel circolo è il luogo dei 
punti limiti della serie S ; i valori di x^ : X| , e di k^ : fc, : k^ che li determinano 
in (11) saranno dati dalle equazioni 

x,« p,« - X, X, [((X. - «,)» + (p, - ^,y + (Y, - Yi)* - Pi* - PiM + V P»* = , 
(12) 
Vr.*+ . . .-ft.A:,[(a,-^(;a)U(6,-6s)«+ (c,-.c,)»^r,«.r,*]-. . .- 

»i**[(fl|-a*)* + (bi-ft4)* + (c,-c^«-r,«-r,«] = 0, 

!a prima di queste equazioni (12) si trova nello stesso modo come la seconda dello 
(IO), e la seconda delle (12) si trova ponendo r = neirultima delle formolo (7), 
e poi eliminando a, 6, e per mezzo delle altre tre. 

Prendiamo per asse delle z la retta R o sia p , e per piano delle (x , y) il 
piano P sia II , piano evidentemente perpendicolare a quella retta ; le equazioni 
delle superficie sferiche S e £ sai anno allora della forma 

(13) S C-. aj*+yH;5* - ^ax-2byis = , 2 = x^iyHz"- - ?Y2+^ = , 

e la condizione della loro ortogonalità si ridurrà ad s + <t = 0« sicché a e er sa- 
ranno eguali e di segni contrarli ; segue dn ciò che i punti comuni alle superficie 
sferiche S , variando a e 6 , i quali si ottengono ponendo neir equazione di S 
cc = y = Qy saranno reali a immaginarli , secondo che il circolo comune alle su* 
perflcic sferiche £, variando 7, che si ottiene ponendo neirequazìone di £ ;j=0, 
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è immaginario o reale , e viceversa ; i valori di a e b , ed il valore di ^ , per i 
quali S e £ si riducono a punti, soddisfano alle condizioni a^ + &^ = 8 , y*=s9. 
Il piano polare del punto Po rispetto alla superficie sferica S essendo 

(14) cco^o + 2/ì/o + z-'o - a(a5 -h aJo) - 6(2/ + I/o) + s = 8 

esso, variando a e & , passerà sempre pel punto p^ determinato dalle irò equa- 
zioni 

(15) xx^ + yVo + zZo-hs^O , a? + a5o = , y + 2/a = 0; 

1 punti Po e p^ saranno ad eguali distanze » in parti opposte, dall'asse delle z , 
cioè dairasse di egual potenza rispetto alle superficie sferiche S della serie (13). 
Le tre equazioni (15) dinoteranno tre piani che passano per una stessa retta per 
a?o* + 2/o* = s , 2o = , vale a dire quando p^ coincide con un punto limite nella 
serie delle superficie S ; ciascuno di questi punti limiti ha dunque , rispetto a 
tutte le superficie S della serie . i piani polari che passano tutti per una stessa 
retta, la quale passa pel punto limite, diametralmente opposto al primo, nel cir- 
colo che è la locale di questi punti limiti, ed è perpendicolare al piano di questo 
circolo ; segue da ciò, per le cose stabilite precedentemente, che il suddetto cir- 
colo è quello che sega ortogonalmente i circoli massimi delle superficie sferiche 
S, appartenente al piano P dei loro centri. 

II piano polare poi del punto po rispetto alla superficie sferica 2 essendo 

(16) acxo + 2/ì/o + 2^0 - T(^ + ^o) + ' = , 

esso, variando y > passa sempre per la retta R^ determinata dalle duo equazioni 

(H) xxQ-\yy„ + zz^ + <f=::0 , J5 + 2o = 0; 

il punto Po e la retta R^, che è parallela al piano delie {x,y), saranno ad eguali 
distanze, in parti opposte, da questo piano, cioè dal piano di egual potenza ri- 
spetto alle superficie sferiche I della serie (13). Le due equazioni (17) dinoteranno 
due piani coincidenti per Xo = yo = > V = *» ^ale a dire quando Po coincido 
con un punto limite nella serie delle superficie £; ciascuno di questi punti limit 
ha dunque, rispetto a tutte le super6cie S della serie, i piani polari coincidenti 
col piano che passa per Taltro punto limite, ed è perpendicolare alla retta che 
li congiunge. 

5. Essendo date Io due superficie sferiche 

8, = (a? - a,)» + (y^ 6,)* + (^ - c,Y -- r,* = , 

(>) 

S,^{x-a^)t f (y - 6,)» + (^^c,)» -r,* = , 
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cerchii^mo l'equazione di un loro piano tangente comune P. Indicando con (a?,.i/,;2;|) 
ed {x^ , 9/2 , Zt) le coordinate dei punti P| e p, di contatto di P con S, ed S^ » 
con 0| e Oj gli angoli che 1 raggi di S, ed S^ condotti a p, e pj fònno con Tasse 
delle r, e con 9^ e 9, gli angoli elio le proiezioni degli stessi raggi sul piano 
delle (X , y) lanno con Tasse delle x , sarà 

a?, -a, = r, sen9j coso, , t/, - 6, = r, sen 0, scn ?, , jzt, -e, =r4cos0,, 
(2) 
aJt-a2 = ''isenOjCOS92 , 1/2 - 6» = r^ sen 0^ sen 9, , Z2-c^ = r^cos(ìi2 ^ 

e Tequazione di P avrà Tuna Taltra delle forme 

(a?-a,)scneiC0S9, -i-(2/-6,)senOiScn9t-h(2 -c,)cosO,-r| = , 
(X - Oj) senOj 0039» + (y - b^) senO^ sen9j -h (2 - Cj) cosO, - r, = , 

sicché si avranno le condizioni 

« scnQ, C0S9, _ senO^sen 9, _ cos 0, ^ 

sen Oj cos 9^ " scn 0^ sen 9, "^ cos 0, ~" 

_ a^ sen ù^ cos 9, -f b^ scn 0^ sen 9, 4- e, cos 0, + r^ 
Oj sen O2 cos 9, + 6, sen 0, sen 9^ ^ c^ cos Oj + fj ' 

da questo si trae 

tan Oj = tan 9^ , e tan 9^ = tan 9, , 
onde 

Oj = 9, , e 92 = 9i » 
puro 

92 = 9, + 180'' , 9i==?i+180^ 

nel primo caso sarà P piano tangente comune esterno di S, ed Sj, e nel secondo 
caso piano tangente comune inicrno. Si ha inoltre nel primo caso 

(a - aj) sen94 cos94 + i^t - h) ^^^^t sen9j + {c^ - Cj) cos9^ + r| - r, = , 
e nel secondo 
(4) (cti-a^) sen 9, cos 9, + (64-62) sen''i sen 9, + (0,-02) cos94 + r, + r, = 0. 



Digitized by 



Google 



)( 316 )( 
Eliminando da (4) gli angoli 6| e 9| ^ per mezzo delie formole (8), verrà 

(^i-^2)(X|-a|) + (6,-6») (y,-6,) + (f?,-Cj) (z,-c,) + r^ (r,-)'») = , 

puro 

(r7,-a,) (Xi-aO + (6,-6,) (!/,-6,) + (c^-c^) (2,-c,) + r, {r^+ì\) = 0. 

Segue da ciò che i punii di contatto di S| con ì piani tangenti comuni, esterni 
interni, P di S| ed S, apparterranno alla linea d'intersezione di S, con Tono, 
con l'altro, dei piani 

{a^"a^){x-a^) + (6,-6,) (y- 6.) + {c^-c^) (z-c^) f r, {r^-r^) = , 
(5) 

{Oi-Oi) (^-fli) + (6r- 6j)(j/-60 + (C4-c,)(2-C4) + fi {r^■\■ri) = 0. 

Osservando che Tequazione del piano polare di un punto (cCqiJ/o^^o) rispetto 
alla superficie sferica S, è 

(a?o - «1^ (X - f^i) + (Vo - 64) (y - 6,) -f (2o - e,) (sr - e,) - r»» = , 

si vedrà che la prima, la seconda, delle equazioni (S) rappresenta il piano po- 
lare rispetto ad S, del punto (x^ , t/o » ^0) determinato dal primo, dal secondo; 
sistema delle equazioni 

aco — o, — — — — , y^ — 0, —- ■- , ^^ - e, — — , 

r^+^^ fi+r, r.+r, 

che danno rispettivamente 

(6) 

__ r,a2 + r,a^ _r,6a + r,6, _ r,c, + r,c, 

"^^ i^r, ' ^^^ r,+r, ' '^^'" r, + r, ' 

In un modo del tutto analogo sì può operare rispetto alla superficie srerica 
S2 > e si perviene alle stesse formole (6). 
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I punti determinati dallo formole (6) (che distingueremo chiamando il primo. 
0' ed il secondo 0") sono quei punti sulla congiungente dei centri C| e C^ delle 
superflcic sferiche S, ed S| , Tuno esterno i e Taltro interno, al segmento C,C2, 
le di cui distanze da C, e C2 sono nel rapporto dei raggi r^ ed r^ di S, ed Sj. 
Essi si dicono i centri di simijliavza, l'uno 0' eslcrno, e Taltro 0" inìerno, delle 
duo superflcic sferiche S, ed S|. Se da uno dei centri di simiglianza si tirano i 
piani (0 le rotte) tangenti ad una delle superficie sferiche, essi (0 esse) saranno 
ancora tangenti alfaltra superficie sferica, e saranno piani (0 rette) tangenti co- 
muni esterni interni (esterne interne), secondo che quel centro di simiglianza 
ò esterno interno. Se nelle sfere S, ed S^ si conducono due raggi paralleli , 
la retta dio ne congiunge gli estremi passerà pel centro di simiglianza esterno, 
per rinterno, secondo che quei raggi paralleli sono rivolti per lo stesso verso , 
in verso contrario. Se due superficie sferiche si toccano , il punto di contatto 
sarà centro di simiglianza delie due superficie sferiche, esterno interno, secondo 
che le superficie sferiche si toccano internumente esternamente. 

Riferiamo le superficie sferiche S, ed S^ a tre loro tangenti comuni (suppo- 
niamole esterne) come assi delle coordinate ; supponiamo inoltre , per maggiore 
semplicità. Tasse delle z perpendicolare al piano degli altri due assi , e sia co 
Fangolo di questi assi ; indicando con t^ ^2 le lunghezze di queste tangenti (a 
partire dal loro punto comune, centro di simiglianza di S, ed S2) , le equazioni 
di S| ed S2 saranno evidentemente 

S| = JC* + 2/' + 2* + 2ajy costo - 2 t^x - 2(,t/ - 2/^2 + (,« = , 
(7) 

S, = X* + 2/^ + 2* + 2x2/ COSO) - 2 ^2C - 2 t^y - 2/2^ + /»* = 0. 

Sia Tangolo che il raggio vettore p, condotto per Torigine al punto (x^y^z) 
fa con Tasso delle 2, e siano <f q ^ gli angoli che la proiezione ortogonale di 
questo raggio vettore sul piano delle (x , y) fa con gli assi delle x e delle y ; 
si hanno le relazioni 9 + «j/ = w , onde 

sen* 9 + sen* «j/ + 2 sen 9 sen 4 cos co = sen* w , 
ed 

p sen sen 4 psen6scn9 . 

sento ''sento ^ 

sicché sostituendo questi valori di x ,y , z in (7), i raggi vettori p| e p, per S| 
ed S, saranno dati da 

. ^ 8en6(sen9 + seno) + cos sento ,, ^ 

Pi - 2 Pi /| ^ + /^« = , 

*^* ^* * sento * 

, ^ ^ sen 6 (sen 9 4- sen 4^)4- coso sento 
^* *^* * sento 2 » 
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onde 

'. "'. • 

Adunque a se da un centro di simiglianza di due superficie sferiche S, ed S^ 
si tiri una segante, die incontri S| nei punti p/ , p/', ed S, nei punti p,' 9 Pt'y 
si potranno far corrispondere questi punti in modo che 

^^ OiV-Op;'~/, -r, ' 

essendo t^ e /^ le lunghezze delle tangenti condotto da alle superQcie sferiche 
S, ed S, , fi ed r^ i loro raggi ». Da (8) , osservanuo che 

Opi'-Op/' = ^* , Op,'.Op/' = V, 
si ricava 
(9) Op/ . Ops" = Op/' . Op,' = l, fj- 

Riferiamo ora le superflcio sferiche S^ ed S^ a tre seganti qualunque, con- 
dotte pel centro di simiglianza , come assi delle coordinate ; le equazioni di S| 
ed S2 saranno della forma 

St = a?* 4- .. + iyzcosyz + ... + l, aj + m, 2/ + ?i, 2 + ffj = . 
(10) 

S, = X* + ... + 2j/zcosi/;2;+ ... + /t^? + W2 2/ + r?,z + St = 0, 

e sarà s, = t^^ , s^ = /,* , indicando con f | e t^ lo lunghezze delle tangenti con- 
dotte da alle due superOcie sferiche. 

Essendo per due raggi vettori p^ , p^ di queste superQcie sferiche , condotti 

per l'origine nella stessa direzione , ^ = p- , sarà 

(11) -r^j-'=^ ' 7^=7^="* • 7^=7-="' 

quindi Tequazione del piano di egual potenza di S, ed S^ sarà 
(12) tef my-l-nz+ (/, + rj) = 0. 

Siano 

(V,V),(V.VO ; (pt/,yL/').(sitt'.i^ì") ; (v/ , v/') , (v/ , v^'O 
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le parti 

(OL/,OL/) , (OUSOrVO ; {OMj',OM/') , (OM/,OM,") ; (ON/,ON/0 . (ON^SON/O 

che le superficie sfericlie S| ed S^ tagliano sugli assi delle as , y , z j si avranno 
le equazioni di piani 

L.'M.'N.'fr+fr+V5--* = » L,"M,"N," ^ + X + 4-_ i =o , 

*» Ht ^t *» i*t ^» 

le quali, osservando che deve aversi 

i, U ' U it ^ ' h 't 

(13) 

/, /. ' '. f, "^ ' f, «. 

diverranno rispellivamente 

f + ^ + f -'. = . f + ^r^f -', = 0. 

sicché saranno paralleli tra loro i piani 

I/.M,'N,' , L,'M.'N,', 
ed i piani 

L,"M,"N," , VM,"N,". 

Addizionando poi le equazioni dei piani 

L.'M.'N,' , L/'M,"V. 
pure dei piani 

L,"M,"N," , L/SVN,', 
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si ha la stessa equazione 

(li) X (-1 + 1) + y {l., + l.) + z (J, + l)-(,.+ f,) = o, 

adunque essa rappresenta un piano, che contiene la retta d'intersezione di 

e la retta dlntersezione di 

Ora cercando i punti d'incontro delle supcrfleìe sferiche S^ ed B^ con gli assi delle 
coordinate, tenendo presenti le formolo (il) e (13), si avrà 

1.1 , 11 II 

a' a'' ' Jjt' [Ji" v' v' . 

Tcquazionc (44) si ridurrà con ciò a (12), e quindi i piani 

(L/M,'N/ , L,"M,"N,"). 
ed i piani 

(V'M."N/' , WiW^t) 

s'interscgheranno sul piano di egunl potenza delle superficie sferiche S, ed S^. 
Per questa proprietà due superficie sferiche si possono considerare, in due modi 
diversi, come figure omologiche, rispetto a ciascuno dei due centri di simiglianza, 
come centro di omologia; in un modo il piano di omologia è il piano air infinito 
dello spazio (sicché l'omologia è propriamente simiglianza), e nell'altro modo il 
piano d'omologia è il piano di egual potenza, o piano segante comune, delle due 
superficie sferiche. 

Essendo date ora tre superficie sferiche 

si vogliano i loro piani tangenti comuni. Siano 

(0/ , 0,") , (Oa' , 0,") , (0/ , O,'0 

i ccniri di simiglianzn, esterni ed interni, delle tre coppie di superficie sferiche 

(S» , S.) , (S3 , S,) , (S, , S,) ; 
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essi saranno evidentemente anche i centri dì sìmìylianza , esterni ed interni, ri- 
spetto ai tre circoli (combinati a due a due) secondo i quali le tre superflcie sfe- 
riche S| , 8j , S3 sono segate dal piano che passa per i loro centri ; come è noto 
i tre centri di simiglianza esterni di questi circoli sono per dritto, al pari di due 
centri di simiglianza interni ed un centro di simiglianza esterno ; le quattro rette 
li , H, , R, , n3 (assi di simiglianza dei suddetti circoli) , alle quali appartengono 
rispettivamente lo terne di punti 

(0,' , 0,' , 0,0 , (0/ . 0," , 0,") , (0,' , O3" , O/O , (0,' , 0/' , 0,"). 

si dicono assi di simiglianza delle tre superflcie sferiche S, , S, , S3. Ogni piano 
che passa per una delle quattro rette R^- sega le tre superflcie sferiche Sf , S^ , S^ 
secondo tre circoli, che hanno quella retta per uno dei loro assi di simiglianza. 
Ora è cliiaro, per le cose dette, che i due piani condotti per ciascuna delle quattro 
rette R| , che toccano una qualunque delle tre superflcie sferiche S, , S, , 83 toc- 
cheranno anche le altre due, e si avranno cosi i piani tangenti cercati, comuni 
alle suddette tre superflcie sferiche. 

3. 

Sistema di quattro sfere. 

6. Siano le quattro superflcie sferiche 
S, = {x-a^)* + (2/-6|)* + (z-G,)* - r,* = coHy^+z^ - 2a^x - 26,|/ - 20^2+8, = , 
Si == (05-0,)* + (2/-61)* + U-Cj)* - V = x*+i/H2» - 2o^a? - 26,0/ - 2c^z+s^ = , 
(1) 

53 = (flc-a,)* + (iz-òa)* + (s-Cj)* - rj» = x^fy*+z^ - ìa^x - n^y - 2c,z+«, = , 

54 = ((v-a^)^ + (iZ-fti)* + {z-c^y -- r^* = xHi/^+z* - 20^0? - U^y - 20^2+8^ = , 

I piani P^y (t,j = 1 , 2 , 3 , 4) di egual potenia dì queste superficie sferiche 
S^, combinate a due a due, sono rappresentati dalle sei equazioni 
Sj-Sj^O , 83-83 = , 8,-8, = 0. 

8,-84 = , 8,-84=0 , 8,-84 = 0; 

le quattro terne di queste equazioni, corrispondenti alle combinazioni (234, 314, 
voL. zirix. 4( 
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1?i, 321) degriii'iici dinotano terne di piani ehe passano per una stessa retta 
li/y/i, asse di egual potenza rispetto alle supcrQcie sferiche S/ , combinate a tre 
a tre ; 1 sei piani P^^ , e le quattro rette R^y/i passano per uno stesso punto p : 
questo punto ha la stessa potenza rispetto alle superficie sferiche (1), poiché per 
esso si ha S, = S^s: 83 = S4 , si chiama perciò p centro dì c^ual potenza rispetto 
alle superficie sferiche S, , S, , S, , S4 (centro radicale rispetto alle quattro su- 
perficie sferiche). Segue dalie cose dette che, essendo date tre superficie sferiche 
S| . ^2 , Ss, per costruire il loro asse di egual. potenza (quando i punti comuni 
alle tre superficie sferiche , i circoli comuni alle stesse superficie combinate a 
due a due, fossero immaginarii) basta segare S, , S^ , 83 con un* altra supcrQcie 
sferica 84 , costruire i piani di egual potenza rispetto alle coppie di supcrflcìc 
sferiche (S, , 84) , (8, , 84) , (S, , 84) ; ed il loro punto d'incontro apparterrà al 
cercato asse di egual potenza rispetto ad (8, , 8^ , 83) ; cambiando la superficie 
sferica 84 si avrà un altro punto detrasse cercato, il quale resterà cosi determinato; 
pure dal primo punto già determinato dell'asse richiesto si condurrà la perpen- 
dicolare al piano che contiene i centri di Si-S^, 83, la quale sarà Tasse cercato. 
Consideriamo Tequazione 

(3) (fr, + &, + *3 + &4) S = fe| 84 + frt Sj + k, S, + A;4 84 = ; 

ponendo 

h^-^k^+k^^k^ • " k^+kt^k^^k^ * ^ ^ k^-^-k^-^k^+k^ 



(*) 



^ _ /ttS, + kfS^ + kjS^ + ^484 



sarà 

8 = (x-a)' +(i/-6)* + (2-c)* - r* = a5*+i/*+2* - 2ai»-26i/-2cz-!-s = 

Tequazione di una superficie sferica che ha con 84 , 8^ , 8, . S4 lo stesso centro 
p di egual potenza; ed infatti essendo per p 84 = 82 = 83 = 84, sarà per lo stesso 
punto 8 = 8| = 82 = 8j = 84 , qualunque siano i rapporti k^:k^' k^: k^. Le super- 
ficie sferiche 8 rappresentate dairequazione (3), variando i rapporti /^ : fcj ; A, : fc, 
(le quali costituiscono una serie tripla di superficie sferiche) hanno adunque lo 
stesso centro p di egual potenza ; segue da ciò che se dal punto p , supposto 
esterno alle superficie sferiche 8 , si tirano alle superficie sferiche le tangenti , 
esse saranno eguali, e la superficie sferica £ che ha per centro p , e per raggio 
una di quelle tangenti, taglierà tutte le superficie sferiche 8 ortogonalmente; se 
poi il punto p è interno alle superficie sferiche 8 , saranno eguali le semicorde 
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di queste superficie sferiche condotte per p perpeudicolarmentc ai raggi che pas- 
sano per p , e la superficie sferica £ che ha per centro p , e per raggio una di 
quelle semicorde , sarà tagliata da tutte le superficie sferiche 8 secondo circoli 
massimi. 

La superficie sferica S contiene i circoli secondo 1 quali le supcrOcie sferiche 

*^ A + A-sSs + &4S4 = , li^S^-\-k^S^ + k^S^ = , ftjS, + fc,S, + fc^S^ = , 

tagliano rispettivamente le superficie sferiche Sj = , 8^ = . 83 = , 84 = 0. 
come ancora ì circoli secondo i quali si segano le coppie di superficie sferiche. 

fe,S, + /r3 8,=:0 a A,S, 4*484 = ; fc8S3 + A;|8, = , fc,S, + &484 = 

Se due superficie sferiche 

8 = {X- a)* f (y-fc)* + (2-c)* - r« = aj'+yHz* - 2ax - ny - 2cz + s = , 
e 

2 = (x-a)* + (1/-P)* + {z-^)^ - p« = a?« ^y^+Z' - Soux? - 2^2/ - 272 -h a = , 

si tagliano ortogonalmente sarà, come si è già veduto , 

(a- a)*+ (6 - P)« -h (e - Y)* -r* - p* = , 
onde 

(5) tta + fcp + cY = -(s + c). 

Ora se le quattro superficie sferiche 8, , 83 , 83 , §4 sono tagliate ortogonal- 
mente dalia superficie sferica £ , sarà 

a^a f 6,p + c,Y = ^ (s, + 0) , a,a + 6,p + «tT = 2 ^^* '^ ^^' 
sicché queste equazioni determinano S , e la sua equazione si potrà porre sotto 
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(6) 



05^ + 1/* + Z^ 
H 
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, 07 . y ,2 .1 
, a, , 6, , C| , I 



=^0. 



, a^ , 64 , C4 , I 
Ponendo poi 



sarà ancora 



\ 



sicché le superficie sferiche S e S si taglieranno del pari ortogonalmente. 
La superficie sferica S si ridurrà ad un piano ponendo la condizione 

A;, + A;, + A:, + ^4 = , 

porremo allora (per h^ = - k^>j , 

K^^Ki^Kt^Kk » At=^M+*M+^M » A?3=A?3^+A;„+A:34 , 'ktr=^|,^■\k^^\k^^ , 

e sarà 

A:28(Si - S3) -h kj, (S, - SO + A;„ (S| - S,) + 

+ ^u(S, - S4) + /c,4(S» - S4) + A:34(Ss - S,) = , 

Fcquazione di un piano appartenente alla serie tripla (3) ; questo piano passa 
evidentemente pel centro di egual potenza rispetto alle superficie sferiche S , 
sia pel centro p della superficie sferica L , e sega questa superficie , come è 
chiaro, ortogonalmente; esso sarà il piano di egual potenza rispetto ad una serie 
semplice di superficie sferiche , appartenente alla serie tripla delle superficie 
sferiche S. 

Tra le superficie sferiche della serie ve ne sono di quelle che hanno i raggi 
nulli» sia che si riducono a semplici punti ; questi ^i dicono i punft lini ili della 
serie di superficie sferiche ; si vedrà facilmente che tali punti saranno i punti d^ 
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S; per trovare la relazione che ha luogo allora tra *i , A^i /^j , fc* , dall' ultima 
delle equazioni (4). in cui si ponga r=0, si eliminino a,6 ,c per mezzo delle 
altro tre; si otterrà cosi la relazione richiesta 



(V 



k* r,» + fcj» r,» + ik,» r, * + k* r^* - 

-hh[ (02 - 03)* + {f>t - b»)* + (cj - c,)^ - /•,» -,•,*]-..._ 

- A:, fc, [ (0, - a^)* + (6, - 6»)* + (e, - e*)» - r,* - r,« ] - • • = 0. 

Se poi tra le stesse equazioni (4) , posto r = , si eliminino i rapporti 
^'i ,kt,k^,k^, e si mutino a ,b ,c in x ,y ,z , si avrà l'equazione della locala 
(lei punti limiti della serie di superficie sferiche S , o sia l'equazione di 1 , sottù^ 
a Tornia 

x*+y*+z*-s, , a!*+yHz*-St , x*+y*+z*-8i , x*+y*fz*-s^ 



I 



flC — ttj 
2 - Ci 



;5 -e. 



y -bi 
2 -e. 



2 — Ca 



= 0, 



che si riduce facilmente airequazione (6). Si perviene ancora immediatamente a 
questa equazione ponendo k = /e, + k^ + k^'\- k^^ ed eliminando le k tra questa 
equazione e la (4), facendo come sopra neir ultima di esse r=:0, e cambiando 
a,6, e in r,t/,5. 
Essendo 

H, = (x-a,)(aJo-ai) + (2/-6,) (Vo'b,) + (z-c,) (Zo-Ci) - r,« = . ^ 

Hj = (cD-aj)(Xo-aj)+ (y-6j)(2/o-M ^ (^-c^X^o-c») - r,* ^ , 
(8) 

Hj = (ac-a3)(oco-a3) + (y-b^)(yo'-h) + (5-C5)(2o--C3) - 7^ = , 

H4 = (aj-aOCXo-o*) + {y-f>,)(yo-b^) + U-oJC^o-c^) - ?•,* = , 
i piani polari di un punto Po l'ispctto alle superOcie sferiche 
S.=0 , S. = , 83=0 , S, = 0, 



sarà 



{k^ + &, + A-3 + h,) il = A:,H, -I- &,H, f A:,H3 + k^U, = , 
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il piano polare dello stesso punto rispetto nlla superflcie srcrica 

(fc, f fcj + fcj -f A;^) S = k^ S, + k^S^ + ^jS, + àj^S* = ; 

se il punto 7)0 ^ ^<^'^ che i quattro piani H, , H^ , H, , H4 concorrono in uno stesso 
l)unto 2^^» per questo punto passerà sempre il piano H , qualunque siano i rap- 
porti A:, : k^ : k^ : k^ , vale a dire i piani polari di quel punto Po rispetto a tutte 
le supcrneie sferiche S della serie concorreranno nello stesso punto p^, ed allora 
è chiaro che viceversa i piani polari di p^ rispetto a tutte le superQcie sferiche 
S concorreranno nel punto Po- I punti po e p® sono coniugati rispetto a tutte le 
superficie srericlie S della serie. L'equazione della locale comune dei punti Pq e 
p® si otterrà eliminando da (8) (x,i/,z), pure (aCo»?/o>^o)5 si avrà cosi l'equa- 
zione 



x-ai , 2/ - 6, , 2 - e, , a, 05 + 6, 2/ + e, js - s, 

x-a^ , 2/ -62 » 2-C2 , QtO^ + b^y + c^z-St 

aJ-Oj , ?/-6, , JS-C3 , OaOJ f 63?/ + c,z-St 

x — a^ , 2/ - 64 » 2 - C4 , 0.4 0? + 64 2/ + C4 s - s^ 

che si trasforma in 



= 0, 



^ — «I » 2/ - fci » 2 - C| . a?* + 2/* + 2* - 8« 

^ - «2 , y-b^ , 2 - Cj , a?* + 2/* + 2* - Sj 

= 

^ - ^3 » 2/ - *8 y ^ - C5 , aJ* f 2/* H- 2* - Sj 

^ • ^4 9 2/ — ^4 » 2 - C4 , CD* + 2/* + -* - *«4 



cioè neirequazione di D , adunque « la superficie sferica S , che sega le super- 
ficie sreriche S della serie ortogonalmente, è la locale dei punti Po, per ciascuno 
dei quali i piani polari rispetto a tutte le superficie sferiche S concorrono in uno 
stesso punto p^, ed è anche la locale di questi punti di concorso », Rammentan- 
dosi che due di questi punti corrispondenti p^ e p** debbono trovarsi ad eguali 
distanze, in parti opposte, rispetto a ciascun piano, ed a ciascun asse, di egunl 
potenza relativo ad una coppia, ad una terna di superQcie sferiche che appar- 
tengono alla serie delle superficie sferiche S, piano, ed asse, che passano sempre 
pel centra p di £ , si vedrà che i punti p^ e p^ sono diametralmente opposti in 1\ 
La superficie sferica £ luogo dei punti limiti della serie tripla di superficie 
sferiche che hanno con le quattro superficie sferiche S, , Sj , S3 , S4 lo stesso centro 
di egual potenza, sega il piano che passa per i centri di tre qualunque delle su- 
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pcrflcie sferiche S,- , nel circolo, luogo dei punii limiti della serie doppia di su- 
perficie sferiche che hanno con le tre superficie sferiche S^ lo slesso asse di ef^ual 
potenza, e sega la retta che congiunge i centri di due qualunque delle superficie 
sferiche Sj nella coppia dei punti limiti della serie semplice di superficie sferiche 
clic hanno con le due superficie sferiche 8^ lo stesso piano di egual potenza. 

1. Considerando le superficie sferiche S, , S, , Ss , S^ siano (0,/ , 0,/') (per 
t.y = l,2,3,4) i centri di simiglianza, esterno ed interno, rispetto alla coppia 
(S, , Sy) delle superficie sferiche proposte ; si avrà la proprietà che apparterranno 
ad uno stesso piano, 1® i sei centri di simiglianza esterni, 2^ i tre centri di si- 
iniglianza interni (appartenenti a tre spigoli del tetraedro , che ha per vertici i 
centri C^ delle superficie sferiche S^ , concorrenti in un suo vertice) e tre centri 
di simiglianza esterni (appartenenti ai tre spigoli opposti del tetraedro (giacenti 
in una sua faccia) , 3® quattro centri di simiglianza interni (appartenenti a due 
coppie di spigoli opposti del tetraedro) e due centri di simiglianza esterni. (appar 
tenenti alla terza coppia di spigoli opposti del tetraedro). Per dimostrare questa 
proprietà consideriamo il piano, di cui le distanze dai centri C,- delle superficie 
sferiche S^- sono nei rapporti dei loro raggi r^ (presi tutti e quattro positivamente) ; 
si vedrà facilmente che alla sua equazione può darsi la forma 



(1) 








' X 




y 




z 




»-t 




0% 




ft, 




0, 




>•» 




Ot 




6» 




<•» 




r. 




(li 




6. 




fs 




U 




a* 




6* 




e» 





0; 



ora rammentandosi ie coordiDate dei punti O'^y, il determinante (1) potrà trasfor- 
marsi in 



, a? ,1/ , z , 1 
1 aj's4 ,'1/3, ,'s',4 , I 



'* t 



«4 » ^4 » C4 1 1 



= 0, 



sia 



(c , y , s ,1 

•^ U » 2/ «4 » ^ 14 » * 

^u 9 Vii 9 Zìi ì i 

^'31 » Vii » ^'34 1 ^ 



= 0, 



sicché il piano (I) passerà per i punti 0',^ , O'^^ y 0'^^; in modo analogo sì dimo- 
strerà che passa per gli altri punti O'^y. Cambiando il segno ad uno, o a duo dei 
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l'aggi 7*1 9 ^1 1 ^3 9 ^4 si dimostreranno le altre due proprietà enunciate sui centri 
di simi^iianza. li piano (1), P si dice piano di siniìglianza delle quattro super 
fletè sferiche S^ , S^ , Ss , S^ ; quattro superflcie sferiche adunque danno luogo 
ad otto piani di simiglianza. 

Proponiaoìoci ora il problema di determinare una superflcie sferica 1 che 
tocchi quattro superficie sferiche date 81,82,83, 8^. Per fissare le idee suppo- 
niamo che £ tocchi le superficie sferiche date tutte e quattro esternamente , si 
avranno le quattro condizioni 

i I 

Oi a + 6| P + e, Y - ^ (s, + 0) = -- r, p , 0, a + 6, p -f e, ^ - - (s» + 0) = - r^ p, 

0» a + 63 p -f C3 Y - - (Sj + 0) = - r3 p , a^ a + 64 p + C4 v - - (.<j^ + e; = - r^ p, 



essendo 



o = a* + p»-t-7*-p*; 



eliminando e p fra le prime tre equazioni (2) , e poi cambiando a , ^ , 7 in 
co t y j z y si vedrà che il centro (00 ^ y , z) di ogni superflcie sferica 2 , che toc- 
chi esternamente le tre superficie sferiche 8^ , 8| , 8, apparterrà al piano che ha 
per equazione 



(i) 






ajX+6»i/ + CjZ-^8, , I . r. 



asa5 + 6»2/ + CjZ-5Sj . 1 , r, 



= 0; 



questo piano è perpendicolare evidentemente alia retta rappresentata dalle equa 
zioni 



X 



y 



a, , 1 , r, 




b. 


. 1 , r, 




e» . 1 , r. 


0» , 1 , r, 




br 


, i , n 




e, , 1 , r. 


0, , \ , r,. 




6. 


. 1 , r, 




Cj , 1 , r. 



la quale, corno è facile vedere, è la parallela condotta per Torigine dello coordi- 
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nate. alFasse che contiene i tre centri di simiglianza esterni delle tre superficie 
sferiche S, , Sj , S^ combinate a due a due ; sicché il piano ^4) 6 perpendicolare 
al detto asse di simiglianza ; inoltre potendosi dare a (4) facilmente la forma 

^f (8t - S3) + r,(S, - S.) + fj (S^ - S,) = ; 

il plano (4) passerà per l'asse R4 di egual potenza delie tre superficie sfericUc 
Si , Sj , S3 ; con ciò il piano (l) resta del tutto determinato. 

Considerando le altre combinazioni a tre a tre delie quattro superficie sfe- 
riche proposte, che si suppongono toccate esfternamente da 2 , si vedrà che il 
centro di £ si troverà sulla retta r , secondo la quale s'intcrsegano^ i quattro 
piani, che rispettivamente passano per gli assi di egual potenza rispetto alle su- 
perficie sferiche S^ combinate a tre a tre, e sono perpendicolari agli assi che 
contengono i centri di simiglianza esterni delle stesse terne di superficie sferiche 
S^. ; adunque la retta r è la perpendicolare abbassata dal centro p di egual po- 
tenza rispetto alle quattro superficie sferiche 81,8^,83, 8^ (nel quale concor- 
rono quei quattro assi It^ di egual potenza) sul piano di simiglianza P rispetto 
alle stesse quattro superficie sferiche (il quale contiene quei sei centri di simi- 
glianza esterni) 

Cambiando il segno ai raggi r, , i\ > ''s j ^4 lo equazioni (^) esprimeranno le 
condizioni alTInchè la superficie sferica £ sia toccata da tutte e quattro le superficie 
sferiche 8, , 8^ , 83 , 8^ internamente; ora con questo cambiamento di segno Tcqua- 
zione (4) rimane inalterata (al pari delle altre tre analoghe) , quindi sulla retta 
r (determinata dai piani (4)) si troverà il centro di una superficie sferica I' che 
tocca le Si esternamente, ed il centro di una superficie sferica £" che sia toccata 
da 8^ internamente. I raggi di I' e 1" saranno, in valore assoluto, le radici del- 
Tequazione di 2^ grado in p che si ottiene sostituendo in (3) i valori di a,^, Y,a 
tratti da (2), e che rimano inalterata cambiando simultaneamente i segni ape 
^d r| , r 2 if*s ) r^i vi sarà adunque una sola superficie sferica L' ed una sola su- 
perficie sferica I". 

Segue dalle cose dette che se £ è una delle infinite superficie sferiche che 
toccano (in determinato modo, esternamente internamente) le tre superficie sfe- 
riche S« } 8^ , 83 , il piano II , che passa per i punti di contatto p^ , p^ , 2^3 di 
I con 8f , 8^ , 8, , passerà per uno dei quattro assi di simiglianza rispetto alle 
tre superficie sferiche 8, , 8^ , 83 (0 rispetto ai loro tre circoli massimi contenuti 
nel piano che passa per i loro centri C| , C2, C3) ; il piano II segherà 8, ,82,83 
secondo tre circoli, che saranno toccati in p^ . P2 » Ps > clal circolo secondo il quale 
n sega 2 (allo stesso modo come S, , 82 , 83 sono toccate da I) ; viceversa se per 
uno di quei quattro assi di simiglianza si conduce un piano qualunque II , e si 
determinano i circoli che toccano (in conveniente modo internamente esterna- 
mente) i tre circoli secondo i quali IT sc;;a 8, , 8, , S3 , i punti p, , p^ , 2)3 di con- 
tatto ira questi circoli saranno anche punti di contatto di 8., . 82 » 8., con una su- 
voL. xin. ■ ' k'I ' 
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perlicio srerica S ; le congiungenti C^ Pi , C^ Ps , C^ p, dei centri di S, , S, , S, 
con PisPtfPs, concorreranno in uno stesso punto r, che sarà il centro di £; 
il punto r apparterrà al piano (4), o ad uno degli altri tre piani analogìii. 

Consldcriamo ora due superficie sferiche Z, e S^ , ciascuna delle quali tocchi 
le due superficie srcriche S^ ed S^ esternamente , o sia toccata da esse interna- 
mente ; in ogni caso , attribuendo un segno conveniente ai raggi ì\ ed r^ ili S, 
ed S^ , e p, , P2 dì ^1 > ^t ) sì avranno le condizioni 

1 ^ 

«««« + 6,Pi + c^Tf, - - (s, + aO - r^o, , a»a, -h b^% + 0,7, - - (Sj + c.) = r^?. , 

(5) . 

1 1 

«1^2 + tipa + c»Y, - 2 (si + Oj) = r,p, , a^a^ + 6^?, + c^y^ - g ^«i + 0^ = r^?»- 

Da esse si trae 

«I («I - «a) + b| (?i - Pi) + e, (Y, - T*) - 2 ^'« " ^*^ "= ^« ^P« " P») ' 

OiicLi - «2) + &a(?i - P2) + c,(if, - Ti) - 2 (^1 - ^«) = ^sC?! - P2) f 

1 

-2^^'*'"^«)('*~'>^="-^' 

o sia 

(6) (a, - a,) X',, + (p, - p,) y',, + (Y, - yO ^'i* - 5 (^i - ^2) = ; 

cambiando il segno ad uno dei raggi r, , »*, verrebbe iu vece 

0) («, - tf») X.," + (P, - P,) y,2" + (Yi - Yì) ^12" - ^ (^« - -2) = ; 

Tequazione (6) , (1) , esprime che il piano di egual potenza delle superficie sfe- 
riche 1, e l'j, vale a dire il piano rappresentato dall'equazione 

(a, - a,) a? + (3, ^ p,) 7/ + (Y, - T2^ ^ - I (^1 - ^2) ^- , 

passa pel contro di simiglianza 0^', puro 0„", delle superficie sferiche S, ed 
8,, secondo che r^ Cd i\ si prendono con lo stesso segno, con sogni contrarii. 
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Per la simmetria dello equazioni (5) rispetto alle coppie di superflcic sferiche 
(S, , 2,) ed (S, , Sj) , si vedrà dei pari cbe il piano di egual potenza delle su- 
pcrOcie sferiche S, ed 8^ passa pel centro di simiglianza, esterno o interno, delle 
superflcie sferiche I^ e D^. 

Segue dalle cose dette che se 2' e 2" sono le due superflcic sferiche, Tuna 
che tocca 84.82,83, S^ tutte e quattro esternamente, e l'altra che è toccata da 
tutte e quattro internamente, il piano di egual potenza di S' e V passerà per 
i sei punti 0;/, vale a dire sarà il piano P di simiglianza (I) delle quattro su- 
perflcic sferiche 8, , 8^ , Sj , 84, ed il centro di simiglianza interno di 2' e I'' ap- 
parterrà ai sei piani di egual potenza delle coppie di superflcie sferiche (8^ , 8y), 
vale a dire coinciderà col centro p di egual potenza rispetto alle quattro super- 
flcie sferiche S, , S, , 8, , S4. 

Siano (p/ , f)|") , (Pj' , pa") * (j^,' , pj") , (]\' , p/'; i punti dei contatti, esterni 
ed interni, di T e I" con S, , Sj , S3 , S4; le rette p,' p/' , p^' p^" . pj' p," . p/ p/' 
concorreranno nel centro di egual potenza p , e le loro rette polari recìproche 
rispetto ad ^«,82,83,84 cadranno nel piano di simiglianza (1) P, sicché vice- 
versa i poli di P, rispetto ad iS, . Sg , 83 , S^ , cadranno in quelle rette Pi'Pt", 
V2rt^^PzPs'yP*!ìh"ì adunque per determinare i punti di contatto di l' e I'' con 
Si » 8, , 83 . 84 , basterà trovare i poli p* , Pi , P3 . p* del piano di simiglianza P 
di 8, , Sj , 83 , 84 , rispetto ad 8, . 8^ , 83 , 84 ; le rette pp^ , pp^ , pp^ , pp4 che li 
congiungono col centro p di egual potenza rispetto ad 84,82.83 8^ determineranno 
in 81,82,85,84 i punti di contatto richiesti. Cambiando il segno ad uno, pure a 
due, dei raggi delle superflcie sferiche 8, , 8^ , 83,84 , si otterranno analogamente 
le superflcie sferiche che toccano una delle superflcie sferiche date esternamente 
internamente, e sono toccate dalle altre tre internamente, esternamente, 
pure che toccano due delle superflcie sferiche date esternamente, internamente, 
e sono toccate dalle altre due internamente, esternamente; basterà considerare 
invece del piano di simiglianza (1) di 81,82,83,84 gli altri sette piani di simi- 
glianza di queste superflcie sieriche. 

La costruzione generale del problema si adatta facilmente ai casi speciali, 
quando uno piti delle superfìcie sferiche date si riducono a punti, a piani. 



Questioni diverse sulle sfere. 

8. Sia una superflcie sferica qualunque rappresentata dairoquaziono generale, 
con quattro coeflìcienti indeterminati , 

(I) 0?*+ i/* + 2* + /aj-|-r?ij/ + nz + s = 0; 
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se essa passa per i quattro punti 



Pi (a;, , y, , ^j) , Pt{^2,yì,z^) , p^ (053, 1/3.^3) » v^i^A^y^yZ^) 

si avranno le equazioni di condizione 

«5|' + Vi' + ^i^' + ^^1 +^2/1 + ^'^i + s = , 

^z^ + 2/2* + -i* + tea + mj/j f Tìj^a + s = , 

2C3* + 2/3* + ^3* + ^3 + mj/3 + ?i;^3 + s = , 

354* + 2/4* + ^4* + '^4 +• W2/4 + njS4 + s = , 

sicché eliminando da (1), per mozzo di queste, i coefficienti indeterminali l,m,7i,.<5, 
sì avrà per equazione della superQcie sferica che passa per i quattro punti dati 

a?* +2/* +^* , a? , y , z , 1 

a3i* + 2/i* + 5;,* , 0?, , y, , Zj , 1 

(2) aJ2* + y2* + V » aj^ , ^2 » 2j , 1 =0. 

aJ8-H-2/»* + V » «3 , y, , jz:, , 1 

aJ4* + y4* + ^4* , ^4 » y4 > ^4 . 1 



Sviluppando questo determinante secondo gli elementi della prima colonna, 
ed osservando che i determinanti minori corrispondenti dinotano i sestupli del 
volumi dei tetraedri che hanno per vertici i punti p , Pi ? Pj . P3 » P4 della super- 
fìcie sferica combinati a quattro a quattro, si avrà (indicando con Torigine delle 
coordinate, che è un punto qualunque dello spazio). 

(3) Op4* . iet pp,P3P4 + Op,* • lei PP3P1P4 + Opj* • lei ppiP jp* + Op/ • tei pp,PaP, - 

-Op*-tefPjP2P3P4 = 0. 

Si moltiplichino fra loro le due seguenti maniere equivalenti di scrittura del* 
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l'equazione (2) 










X* +y* +W' V 


-2a; , 


•-2y , 


-2z , 1 




. a?,* + 2/,* + 2.» , 


-2x, , 


-2y, , 


-2z, , 1 




»»* + !/»* + Zi* , 


-2aj, , 


-2yi , 


-22, , 1 




aJ.*+y3* + V , 


-2a?, , 


-2y, , 


-22, , 1 




a5** + 2/** + V , 


-2x^ , 


-2y* , 


-22, , 1 



verrà 



= 0, 



1 » .»j » 2/1 , ^1 , ajj« + j/a» + V =0; 
1 » ^i > 2/4 f 5:4 , x,2 + ì/4»H-Z4* 



, pp«* , PPj* , PP5* , PP4* 

• PiP* . . p»Pj» , p,Pa» , p,p4» 
(4) P«P* » P2P1* » » P2P3* . PtP4* = , 
P3P* I PsPi* , PsPi* » > P3P4* 

P4P* f P4Pi* > P4P1' » P4P8* f 

relazione che lega i quadrati delle disianze scambieToli fra cinque punti qualunque 
di una superficie sferica. 

9. I piani polari dei punti p, e p^ rispetto alla superficie sferica 



S = a?» + 1/« + z* - r* = , 



essendo 



0K»| + 1/1/4 + 2r;s4 - r* = , 



ed 



a^B, + yvt + zr, - r* = , 



se sMndicano con S| e S^ 1^ distanze di ciascuno dei due punti P|,P2 dal piano 
polare deir altro, e con p^ e p^ le distanze degli stessi punti dal centro della 



Digitized by 



Google 



)( 334 )( 
sfera , sarà 

Pt Pi 

onde ;c^ = — , vale a dire « le distanze di quei punti » dai loro piani polari scam- 
pa ft 
bievoli sono proporzionali alle distanze degli stessi punti dal centro della superfìcie. 
Se dei punti p, .T^a » P3 > P4 (vertici di un tetraedro) si prendono i piani polari 
ViTzVk ì PsVìPi • Pt'PiPi I iVPì'Pi' rispetto alla superficie sferica 

S = CD* + y« + s* - r* = , 

essi saranno le facce di un tetraedro, di cui i vertici Pi' .Pt yPì *Pj saranno 
rispettivamente i poli delle f.icce p^ p, P4 , p, p, p^ , p, p^ P4 , p, pj p, del tetraedro 
P1P2P3P4. Questi due tetraedri si dicono co?iiwf/an fra (oro rispetto alla superficie 
sferica; un tetraedro può essere coniugato di se stesso rispetto alla superficie 
sferica, ed allora ogni suo vertice è il polo della faccia opposta. Due tctraedii 
PìPiPiPk » Pi P2 Pi Pi coniugati tra loro rispetto alla superficie sferica sono tali 
che le quattro rette Pi p/ , Pj P2' > Ps Ps' » Pi P/ » congiungenii dei loro vertici 
corrispondenti, appartengono ad una rigala, vale a dire sono tali che ogni retta 
la quale si appoggia a tre di esse si appoggerà anche alla quarta. Infatti , le 
equazioni dei piani polari di Pi t P2 1 P5 > P4 rispetto alla superficie sferica S . es- 
sendo rispettivamente 

^^i + yVì + 2z, - r* = , xxt + yiji -{■ zz^-r^ = / 
(2) 

^3^8 + 2/J/3 + zz^ - 7 « = , xx^ + yj/4 '\-zz^-r^ = 0, 

supponiamo che una retta li, rappresentata dalle due equazioni 

^^i + yUi + 22» - r- = , ed acoj 4- yUj + zZj - r» = , 

(considerandola come intersezione dei piani polari di due punti p^ , py rispetto alla 
superficie sferica S) si appoggi alla congiungente r^ dei due punti P4 e P4' ; al- 
lora il piano delle due rette K ed r4 passando pel punto P4 avrà per equazione 
evidentemente 

(xXi + yj/i + zZi - r«) (0^4 xy + 2/4 Vj' + 24 Zj - r«) - 
(3) 

- (a^j + Wj + zzj - r*) (a;4 x^ f t/4 y^ + z^Zi-r^) = 0, 

e passando pel punto P4' » cioè pel punto comune ai tre primi piani polari (2), 
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avrà Tequaziono della forma 

+ A-, fxx^ + 2/2/3 + zz^ - r«) = ; 



(4) 



'dcnlificando tra loro le equazioni (3) e (4) (dopo di aver moliiplicnta la prima 
por un coefficiente h) , e posto per brevità 

^4a?,-f-2/4y*+242i-r« = (4,i) , x^xj + y\yjh z,zj-r^ = {ij), 
si avranno le condizioni 

h^x^^k^x^ \ kj^x^ = h[Xi (4 ,i)-^,(4 , i)] , ^12/1+^*1/1+^32/3 = ft[y<(4 /)-2/>(A»01. 

onde eliminando tra esse k , /ii , /c^ , /e, , e ponendo 



a?f > 2/f . ^1 » « 
a?i , 2/2 » ^i » ^ 
2C« > 2/s . 23 , I 



= (1^23 , 



^i • ì/f 



&i I 



1 



^j , 2/2 . 5J2 , 1 

»7 I J// » -«Ty , 1 



= (l-^3i), 



verrà 0*23 i)(4 ,i) = (l23;)(4 . i) come condizione affinchè la retta R si appoggi 
alla congiungente r^ della coppia di punti (p^ , p^). Analogamente si troveranno 
le condizioni affinchè la stessa retta R si appoggi alle congiungcnti r, , r^ , r| 
delle coppie di punti (p, , pj') . (/)» , p,') , (p, , p,'). 
Supponiamo adunque che si abbiano le equazioni 



(234 0(l,Ì)^C?3l/)(1.0 . (314 0(^2, /)-(3U/}(2.t) 



(S) 



(«24 0(3,j) = (l24j)(3.i), 
si tratta di mostrare che da esse si deduce l'altra equazione 
(6) . (321 7) (4,;) = (3 -2!^) (4,0; 
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ed infatti osservando che si ha identicamente, per un punto qualunque p(a;,j/„2) 

2/1 > ^1 » 1/t > ^t > 

Vi > ^4 » !/* » ^4 » 
2/ , ^ . 1/ , 2 » 



a?, 




X, 


. 2/f 


. 2t 




a?. 




»t 


. J/» , 


. Zt 




07, 




X, 


. Vi 


, H 




x^ 




0:*, 


. !/♦ 


, z* 




X 




X 


. y 


, 2 




2l 




»l 


> y» 


. Zi 




*» 




X, 


> Vt > 


Zi 




Zj 




<yj 1 


Vz > 


z» 




z* 




a?, 


. j/* . 


z* 




2 




X , 


y . 


z 





• > ""l » ?/i » Z| , 
1 . ^1 » J/l » z, , 
= ; 1 . a?, , j/j , 2, , 1 = , 

1 , X , y ,2 , 

se si applicano successivamente queste identità al punto p« od al punto p,- , ad- 
dizionando le equazioni (5) e (C) si troverà l'identità 

(a?, coj + Vi Vj + Zi Zj - r») (1234) = («< ar,- + y^ y^ + z« 2; - r*) ( 1 23 4). 

10. Siano p' , p" due punti della superDcie srerica 

(1) a!* + y* + 2*-r* = 0; 

l'equazione del piano P che, passando per i punti p' e p", e perpendicolare al 
raggio condotto pel punto medio p della corda p'p" si può scrivere sotto la forma 

(2) {x-x') ix-x") + (y-y') fy-y") + (z-z') {z-z") = x*+y*+2*-r» ; 

infatti distruggendosi in questa equazione ì termini a 2<* grado nelle coordinate 
X , y , 2 , essa rappresenterà un piano, e questo piano passerà per i punti p' e 
p'' poicliò le coordinate di questi punti veriQcano l'equazione, tenendo presente 
che essi appartengono, per supposizione, alla supcrQcic sferica; finalmente poi* 
che sviluppando l'equazione (2) si ha 



(3) 



fl;(x'+a?'') + y(y'+y") + 2(2'+ 2'') - (x'x"+y^y" + z:z"^r^) = , 
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il piano P sarà evidentemente perpendicolare al raggio condotto pel punto di 
coordinate ■ , -L — -^ » — - — ', cioè pel punto p. 

u u u 

Facendo coincidere in (3) i due punti p' e p" , si ha la nota equazione 
3w;' + 1/y' + 5;a;' - r* = del piano tangente alla su,)erficie sferica. 

Ora indichiamo con 0' e 0" gli angoli che i raggi condotti ai punti p' e p" 
fanno con Tasse delle z, e con cp' e 9" gli angoli che le proiezioni di questi raggi 
sul piano delle (a? , y) fanno con Tasse delle x ; si avrà 

a;' = r senO'cos<p' , 2/ = r senO'sen^' , ;j = rcos6'; 

a?" = r senO"cos?" , y = r scnO" COS9'' , j2: = rcos0", 

onde sostituendo in (3) verrà 

ac(senO'cos9' + senO"cos9") +y(senO' sen 9' + sen 6" sen 9") + 2(cos6'+ cosO") = 

r [ 1 + cos 0' cos g" + sen 6' sen 6" cos (9' — 9") ] , 

ovvero, indicando con l'angolo che il raggio condotto al punto p fa con Tasse 
delle ^, con 9 Tangolo che la proiezione di questo raggio sul piano delle (x,2/) 
fa con Tasse delle x, e con 2(i) T angolo sotteso dalla corda p' p" al centro della 
superficie sferica, 

(4) flcsen6cos9 + t/senO sen 9 +;3rcosO — r costo = 0. 

Ponendo 6"==0' = , 9" = 9' = 9, onde to = 0, si avrà di nuovo T equazione 
del piano tangente alla superficie sferica, nel punto p , sotto la forma 

(5) oc sen cos 9 + 2/ sen sen 9 + ;? cos — r = ; 

viceversa se un piano ha l'equazione della forma (5), esso sarà sempre tangente, 
variando e 9, alla superficie sferica (1); pia generalmente se un piano ha Tequa- 
zionc della forma 

(flc — a) §en • COS9 + (y - 6) sen sen 9 + (;2; — e) cos - r = , 

esso sarà sempre tangente, variando 809, alla superficie sferica 

(x - a)2 + (2/ - 6)« + (z - e)* - r« = 0.. 

So Po 6 il polo del piano (4) rispetto alla superficie sferica (1), questo piano 
voL. xixz, 43 
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avrà per Qqutizìone xXo + yyo + zzQ-r^ = , sicché dal paragono di questa equa- 
zione con (4), si avranno per le coordinate di Po le formolo 

„ scnOcoscp senOscnc? cosO 

(6 ìt^ = r — ' , yo = r , z^^r 



cosco costo ^ cosca 

Come applicazione di queste formolo ad un esempio, supponiamo che la corda 
p' p" della superficie sferica sottenda al centro un angolo costante '2w ; per le 
formole (4) e (6) si avrà che il piano P sarà sempre tangente alla superficie 
sferica 

00^ -^y^ + z^- r* cos^ w — , 

ed il suo polo Po apparterrà sempre all'altra superDcie sferica 

r* 
cos*co 

11. Invece di determinare la posizione di un punto della superficie sferica 
per mezzo di due angoli, come nella questione precedente, si può procedere in 
altro modo, che sarà utile per altra ricerca. 

Scriviamo Tequazìone della superficie sfèrica sotto la forma 

(1) CC* + 7/=r*-;5«, 

ovvero, ponendo per brevità V- l = ^ » 

(a? + ly) (X - tj/) = (r + z)(r-z); 

•si vede da ciò che 1* equazione della superficie sferica sarà soddisfatta ponendo 
nello stesso tempo 

(2) a? + iy = (r + ;5)tangu , ce - tj/ = (r-;2r) cotw , 
pure 

(3) aj + ty = (r -;5)tant? , a? - ij/ = (r + «) coti? , 

qualunque sia il valore del parametro « , o puro del parametro v ; ora le coppie 
di equazioni (2),, -q pure (3), rappresentano, per ogni valore di u , o pure di v, 
una retta immaginaria (come intersezione di due piani immaginari) , possiamo 
dunque immaginare che sulla superficie sferica vi siano due sistemi di rette im- 
maginarie, che. diremo del 1® e del 2® sistema; due rette di uno stesso sistema 
pon hanno punto comune, a meno che i due valori attribuiti al parametro u, o 
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pure i? , non siano eguali tra loro, nel qual caso le due rette coincidono; due 
rette poi di sistemi diversi hanno sempre punto comune , poiché le equazioni (2) 
e (3) sono tali che una qualunque di esse è conseguenza delle altre tre ; ogni 
punto pix,y,z) della superficie sferica si potrà quindi considerare come iater- 
sezìone di una rcUa del 1^ sistema con una retta del 2^ sistema, sicché ricavando 
da (-2) e (3) i valori di (ac,j/,z) si avranno per le coordinate di p 

1 -f tan t? tan u 
x= r- = r 



(4) 



tanv + tanu sti\{vi-u)' 

Il piano P delle due rette (2) e (3) è il piano tangente della superficie sfe- 
rica (1) nel punto p; quindi per equazione del piano P si troverà 

(X — ly) tan I? tan u — {r- z) tan v - (r + z) tani4 + a? + ly = 0. 

Se il piano P passa per un punto Po (Xq , y^ , Zq) delio spazio, si avrà la re- 
lazione tra u e i; 

(5) (Xo — ty^) tanv tanti - (t-Zq) tant? - (r-\-Zo) tanu + Xo + ly© - ; 

per mezzo di questa equazione, conducendo un piano P per un punto qualunque 
Po dello spazio e per una retta della superficie sferica appartenente al 1® sistema, ' 
definita dal parametro n, si determinerà l'altra retta comune al piano P ed alla 
superficie sferica appartenente al 2® sistema, e definita dal parametro v, o vi- 
ceversa. 

Ciò posto ; essendo data la superficie sferica 

(1) x» + y« + z*-r* = , 

proponiamoci d'iscrivere in essa un poligono (storto) p'p"...p^*) in modo ch<5 i 
suoi lati p'p",p'V", ...|>^''y passino rispettivamente per i punti dati Pi,Pi, ..Pn. 
S'iscriva il poligono aperto j/p^.-.p^^^p^""^') in modo che i suoi lati passino ri- 
spettivamente per i punti dati Pi , Pa , . . • p» ; siano (u^'^ , v^^^) i parametri che 
definiscono le due rette della superficie sferica che passano pel punto p^'^ ; si. 
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vedrà facilmente, per la relazione (5) , che si avranno le equazioni 

(^f - ^J/i) tant?" tanu' - (r — z,) tant?" - (r + z^) tanu' + oc, 4- ly, = , 
(6) 

(^t - ij/j) tanu"'tant?"- (r + js^) tanu'"— (r - jSj) tanv"+ iTt + % = 

r ultima delle quali sarà 

(^•/i-"Jn^ tanu^*"*^ tani3(») - (r+2j tanu^'*-"*^ - {r-z^) tanv'"^ + (r« f iy« = 0. 
(7) pure 

i^n-^Va) tanu^**^*) tanii^") - (r-z„) tant?('*+*) - (r+jxj tanu^**) + od^ f i!/« = 0, 
secondo che n è pari o dispari ; e similmente le equazioni 

i^ì - ^2/1) ta"^*" tanv' - (r + z,) tanu" - (r - 2,) tan^' +0^1 + ly, = , 
(8) 

(cci - ij/t) tant?'" tanu" - (r - z^) tan^'" - (r + ;j2) tanu" + x, + tj/j = , 

Tultima dp.Ue quali sarà 

(P^n-^yn) tant^ ''■*^*^ tanw("> - (r-zj tanv("+*^ - (r+2«) tanu^") + x» + 12/« = , 

(9) pure 

(i»«-%i) tanuC*-*^*) tan^;W - (r+5:„) tanu^**^*) - 0*-Zn) tanrW + a?„ + ly, = , 

secondo che n è pari disparì. 

Apparisce dalla forma di queste equazioni che , nella supposizione di n di- 
spari, eliminando successivamente tra le (6) e la seconda delle (1) t^^.u'",!?"",.. w^*'i 
e tra le (8) e la seconda delle (9) u', t?'", u*', . . . v^"^ alle equazioni Anali tra 
u' e v^^'^*\ e tra v' ed u^'*+'\ potrà darsi la forma 

(5 i- i>I») tant?^*"^«) tanu' - (r - ?;,.) tant?("+') - (r + C<^ tanu' + 5.- + wji = . 
(10) 

(5i - %■) tanu("+*) tanv' - (r + f^) tanu^'^+^J - (r - J| tant?' + 5, + i>j,- = ; 

questo equazioni esprimono che i piani tangenti della superflcie sferica nei punii 
deOniti dai parametri (w' , t?^"^*^) , (u^'*^') , i?') , passano rispettivamente pel punto 
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^i<5j , >1* I ?,) » ^ P<^' punto vSji^j , Yij » Cj) , con tre coppie di punti corrispondenti 
della superficie sferica (n' , t?') , (u^'*+*) , ^^'*+*)) determinate con reffettiva iscrizione 
di tre poligoni aperli , i di cui lati passino rispettivamente per i punti dati 
Ti ' ?^i > •• P»» si potranno quindi detcrininarc i due punti C3^ e cs^ , ciascuno 
con rintcrsezione di tre piani tangenti della suporficìe sferica ; infatti conducendo 
per la congiungente dei due punti della superficie sferica (Jt' ,1;'), (u^"^*^ , 1; "■'■*^) , 
(cioè per la congiungente del primo vertice p' e deirultirao vertice p(''+'J di un 
poligono aperto iscritto p'p" ... p^'*^ p^"^*^) i piani tangenti (immaginari) P< Pialla 
superficie sferica, uno di essi passerà pel punto cs^, e l'altro pel punto zsj. Ora 
affinchè il problema proposto deiriscrizione nella superficie sferica di un poligono 
con i lati che passano per punti dati sia risoluto, il poligono dovrà essere chiuso, 
sicché per esso dovrà essere v^^^^^ =• «' , u<'*+*i = u' , quindi allora il piano tan- 
gente della superficie sferica nel punto (u' , v') dovrà passare tanto pel punto q^ 
quanto pel punto c3^ ; adunque conducen lo per la retta a^csyi piani tangenti alla 
superficie sferica, i punti di contatto p^ , p^ saranno i primi vertici dei due po- 
ligoni che risolvono il problema ; i valori (Ug^^v^) , («43 , i?p dei parametri relativi 
ai punti p^ . p^ si dedurranno delle due coppie dei valori corrispondenti di tana' 
e tanv' che soddisfano alle equazioni (10), quando si pone in esse v^^^*^ = v\ 
ed w^«+^) = w'. 

Nella supposizione poi che u sia pari, eliminando successivamente tra le (6) 
e la prima delle (1) t?" , u'" , v"^^ . . . v^'^^ , e tra le (8) e la prima delle (9) 
w" , V'" ,14*^,... u<•^ alle equazioni finali tra u' ed u^"^*^ , e tra v' e v'^^") , 
potrà darsi la forma 

(?A - ^W tau u('*+'> tan u' - (r - Q tan u^»^ *) - (r + Z^) tao u' + 5^ + t>ift = , 

(11) 
{^^ - lYlfc) tan t?(«+'^ tan v' - (r + C^) tan i?('*+0 - (r - l^f,) tan v' + E/t + i>lfc = ; 

queste equazioni esprimono che i piani tangenti della superficie sferica nei punti 
definiti dai parametri (u' , i;^''^*^ = u^"""*^), pure (u^'*+'^ , t?' = u') , 

(u(»+*, = v^«+*) , v') . pure (n ' = 1?' , i;^«^*^) , 

passano rispettivamente pel punto «^(5/» , >1a » f^)» e pel punto cj/^ (?»»>!* 1 $jf) ; con 
tre coppie di punti corrispondenti {u\v') . (a"*+*) , 1;^'*'*''^) , determinate con l'effet- 
tiva iscrizione di tre poligoni aperti y i di cui lati passino rispettivamente per i 
punti dati Pi , Pt , ••• p» si potranno quindi determinare i due punti a^ e c3^ , 
ciascuno con Fintersezione di tre piani tangenti della superficie sferica; infatti os- 
servando che due pun'i Pa^P^ Jella superficie sferica tali che il primo ed il se- 
condo parametro che determinano p^^ sono eguali rispettivamente al secondo ed 
al primo parametro che determinano p^ , sono simmetricamente situati rispetto 
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al piano delle {x , y) ^ (come risulta immediatamente dalle formole (4) scambi;iiu!o 
tra loro n e t?), se si considera il poligono iscritto aperto j)^' /) a" , ••• Pa^^^JV*^' » 
essendo p^' e p^'^'*'*^ i punti rispettivamente simmetrici di p^' e Pa^"""^^ rispclto 
al piano delle (x , y), se si conducono per la congiungcnte dei due punti ddhi 
superficie sferica {p^^ , p^^^'^*^), o pure (Pp' , j^a^""*"'^), le coppie (immaginarie) ('ui 
piani tangenti (P^ , P^.) della superficie sferica, in ciascuna coppia uno dei piani 
passerà pel punto Q/^ , e l'altro pel punto n^j. Ora affinchè il problemii proposto 
deiriscrizione nella superficie sferica di un poligono con i iati che passaao per 
punti dati sia risoluto, il poligono dovrà essere chiuso, sicché per esso dovrà 
essere w^"+*) = w' . v^'*''"*^ = t?'; allora i piani P,j e P;^ diverranno, come è facile 
vedere, perpendicolari al piano delle (a?,i/), passando tuttora il primo pel punto 
C3y^, ed il secondo pel punto a^; conducendo pel punto usf^, o pure pel punto o^, 
i due plani tangenti alla superficie sferica, perpendicolari al piano delie (x.y), 
ciascuno di essi produrrà nella superficie sferica due rette immaginarie, disi 
stemi diversi, definite dallo stesso valore del parametro, ed i due vaiuri del pa- 
rametro si dedurranno dalle due radici dell* equazione di 2^ ^rado in tanu\ o 
in tant?', a cui si riduce la prima, o la seconda delle equazioni (11) ponendo 
w(»+«) = li' , i;('*-^>) = V' ; indicando con (u^ . u^) , {v^^ , v^ quei valori dei parame- 
tri, i primi vertici dei quattro poligoni che risolvono il problema proposto saranno 
definiti sulla superficie sferica dai parametri 

12. Se in un punto qualunque del cìrcolo comune a due superficie sferiche 
S| ed Sj sì tirano i piani tangenti a queste superficie sferiche, l'angolo da essi 
compreso (ovvero l'angolo compreso dai raggi condotti ai loro punti di contatto) 
si dice l'angolo sotto il quale quelle due superficie sferiche si tagliano; si am 
evidentemente 

(a, - 0,)* + (b, - 6i)* + (e, - e,)' - r.' - r,« = - 2 1\ i\ cosO , 

pure 

(1) a^ a^ + 6^ 6j + C| Cj - - (s, + s^) = r^ i\ cos6 ; 

le superficie sferiche si toccheranno internamento o esternamente , secondo che 
si ha = 0, = ^80^ 

Considerando le due serie di superficie sferiche 

(fti + fri) S = li, S, + /fj 8^ = , (x, + Xj) S =x, r, + X, Sj =: , 

tali ohe lo superficie sferiche di ciascuna serie , aventi lo stesso piano di egual 
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potenza, taglino orlogonalraente le superfìcie sferiche dciraltra scric, se s'indi- 
cano con e t gli angoli secondo i quali si segano le superficie sferiche (S, , Sj) 
e io superficie sferiche {I^ , S^) , i valori di k^ : k^ , e di -/^ : x, corrispondenti 
ai punti limiti della prima, e della seconda serie, saranno dati rispettivamente 
dalla prima, e dalla seconda, delle cx|uazìoDÌ 

(2) ft,*/',*-h^/c,/iir^V2CosO-|-/.-2-r2* = , x,*p,H2x,X3p,pjCOsHx2*Pi* = 0, 
Se poi si considerano le due serie di superficie sferiche 

(fci + /£, + A-j) S = fc^St f /cjSj + fcaSj = , (X, + x^) ì: = X, S, + Xs Sa = , 

tali che le superficie sferiche della prima serie, aventi lo stesso asso di cgual 
potenza, taglino ortogonalmente le superficie sferiche della seconiia serie , aventi 
lo stesso piano di egual potenza , indìcamlo. con 0^ , 0, , 0, gli angoli secondo i 
quali si segano rispettivamente le coppie di superficie sferiche (82,83) ,(Sj,S,), 
(S,,S2) , e come sopra con t l'angolo secondo il quale si segano le superficie sfe- 
riche (2), ,£2) , i valori di hi : k^ : k^ corrispondenti ai punti limiti della prima 
serie, soddisferanno all'equazione 

(3) fc,*r,'^-i- V/V+ V''»* + 2/^2/03 r^r^ cosO, + 2/C3/1, tV'jCOsO^ + 2,kji^i\r^cosii-0, 

ed i valori di x^ : x, , corrispondenti ai punti limiti della seconda serie saranno 
dati, come sopra, dalla seconda delle equazioni (2). 

Finalmente considerando la serie di superficie sferiche 

(/f 4 + /fa + A-s + /U) S = /e, 84 + fca 8» + k^ 83 + fc^ S^ = , 

che hanno lo stesso centro di cgual potenza , i valori di k^ : k^ : fej : k^ , corri- 
spondenti ai punti limiti della serie soddisferanno aircquazione 

(l) /»i*r|« + ... + 27^2 k^r^Vj^ COSO28 .+ ••• + 2 k^ k^ r^ r^ cosO^^ + ...=: , 

essendo Oj, ... Oj^... gli angoli secondo i quali si segano le coppie di superficie 
sferiche (Sj , 83) , ... (8, , S^) , ... 

Se un piano H-O sega la superficie sferica 8 = sotto l'angolo ^, sarà II 
tangente alla superficie sferica concentrica ad 8 e di raggio rcos^j;; quindi so 
il piano n sega le due superficie sferiche S, ed 82 rispettivamente sotto gli an- 
goli ^1 e cpj , sarà II piano tangente comune alle due superficie sferiche S,® ed 
Sj® concentriche rispettivamente ad 8, ed 82 , e di raggi r, cos^^ , ^2^03^2» 
quindi II passerà per uno dei due centri di siiniglianza di questa coppia di su- 
perficie sferiche ; questo, centro di simÌL:lianza si cambierà ncir altro cambiando 
uno dei due angoli «j/, c^, nel suo supplemento. Se ò^^'^^"-^ i suddetti centri 
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di sìmìglianza coincideranno con i centri di simiglicinza della coppia di superficie 
sferiche (S, .- Sj) , qualunque sia ^ , sicché ogni piano II che passa per uno del 
due centri di siniiglianza di S, ed S^ segherà questo due superficie sferiche sotto 
un medesimo angolo. Se poi il piano II sega le tre superflcic sferiche S,,Sj,S3 
rispettivamente sotto gli angoli ^ij^ty^z, sarà n piano tangente comune alle 
tre superQcie sferiche S,® , Sj® , Sj** concentriche rispettivamente ad S, ^S^, Sj, 
e di raggi ì\ cos^, . r^cos^j , rjC0S(j/5 , quindi II passerà per uno dei quattro assi 
di simiglianza di questa terna di superficie sferiche ; questo asse di siiniglianza 
sì cambierà in uno degli altri tre cambiando uno dei tre angoli ^i i ^i . ^s nel 
suo supplemento. Se ({/, = 4^2 = ^3 = ^ i suddetti assi di simiglianza coincideranno 
con gli assi di simiglianza della terna di supeiiicie sferiche (S, , S^ , S,) , qualun- 
que sia ^ , sicché ogni piano II che passa per uno dei quattro assi di simigliania 
di (S| , S2 , S3) segherà queste tre superficie sferiche sotto un medesimo angolo. 

Supponiamo ora che la superficie sferica 2 = seghi la superficie sferica S=0 
sotto l'angolo ^ ; indicanilo con D la* distanza dei centri di queste superficie sfe- 
riche sarà 

D*=:r*H-p«-2rpcosc^, 

sicché, tenuto costante il raggio p di 2 , il suo centro apparterrà alla superficie 
sferica, concentrica ad S, di raggio D, e variando il centro sulla detta superficie 
sferica, 2) sarà sempre tangente alle due superficie sferiche, concentriche ad S, 
e dì raggi D — p e D + p. Segue da ciò che, essendo date due superficie sferiche 
S| ed S, , si potranno costruire con grande facilità quanto si vogliano coppie di 
superficie sferiche 2 , di dato raggio, che seghino S, ed S, sotto angoli dati i, 
e ^2 9 '^ superficie sferiche di ciascuna coppia essendo simmetricamente situate 
rispetto alia congiungente dei centri di S, ed S^ ; casi particolari di queste su- 
perficie sferiche 2 sono i piani II che segano S, ed S^ sotta gli angoli 6, e ij. 
Essendo poi date tre superficie sferiche 51,82,83, si potranno costruire anche 
con grande facilità coppie di superficie sferiche 2 , di dato raggio . che seghino 
S, , Sj , S3 sotto angoli dati 4^1 > ^^2 » +s » '^ superficie sferiche di ciascuna coppia 
essendo simmetricamente situate rispetto al piano che passa per ì centri di 81,8,5,83; 
casi particolari di queste superficie sferiche sono i piani II che segano S, .S,,?, 
sotto gli angoli ^, , d^» 1 ^3- 

Se la superficie sferica 2 taglia le superficie sferiche S, ed S2 sotto gli an 
goli 4^1 6 ^i ^^^^ 

(8) fli a + bf P 4- e, Tf - 2 {8» + a) = r, p cos (|/| , 

\ 
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deche considerando la superficie* srerica 

che ha con S, ed S^ lo slesso piano di egual potenza, onde 

determinando Tangolo ^ per mozzo della relazione 

0) (^1 + ftt) '^ cos '^ = /i, r, cos ^, f ^2 ^2 cos 4i , 

ed osservando che da (5) e (6) si deduce 

1 

si vedrà che ogni superflcie sferica £ , la quale sega S, ed S^ sotto gli angoli 
4^1 ^ ^t segherà la superficie sferica S sotto rangole (p ; in particolare i piani II 
che segano S^ eJ S^ sotto gli angoli ^| é ^^ secheranno ancora la superficie sfe- 
rica S sotto l'angolo (J^. Se Tangolo ^ è dato, si potrà determinare il Vapporlo 
h^ : k^ in molo che la superflcie sferica S seghi I sotto IVingolo ^ ; a tale effetto 
eliminando r tra l'ultima delle equazioni (6) e (1), ponendo per a , 6 , e i valori 
(6). ed indicando con Tangolo sotto il quale si segano le superficie sferiche S, 
ed Sj , onde la (I), si troverà Tequazione 

/t,V|*(cos*^-cos'(|/,) + ?ft|/!r,r/j(cos*^cosO-cos^4COS(I;2HV'2*(cos*^- cos'<|;,ì=0, 

(8) sia 

(ftjV|* + 2fr|/trj r^r^ cosO + /Cj*/',*) cos*ò — ik^r^ cos^, + /f,^, cost|/,)* = , 

per determinare il rapporto cercato k^ : &,. Questa equazione rimano inalterata 
cambiando Tangolo xp nel suo supplemento ; adunque « nella serie delle superflcie 
sferiche S , che hanno uno stesso piano di egual potenza, vi sono due superflcio 
sferiche fisse, le quali' segano ogni superflcio sferica l , che ^ega due superficie 
sferiche S, ed S^ della serie sotto angoli dati (|/, e <{/}, 1* una fiotto un angolo 
dato 6, e Taltra sotto il suo supplemento 9. Per J/ = 0, o ^ = 18U^, si hanno <)ue 
superflcie sferiche S che toccano ogni superficie sferica £ , Tuna S' esternamente, 
e Taltra S'' internamente. Queste superficie sferiche 8' ed 8 " si costruiranno L- 
ciimcnte, osservando che, nel piano dei ccÀtri di S, , S, e di una delle superficie 
Tou xxji(. 44 
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srerichc Z , il circolo che sega ortogonalmente i circoli massimi di queste tre 
supcrOcie sferiche passa per i punti di contatto di 2 con S' ed S". 

L'equazione (8) sarà un quadrato esatto per cos4/ = 0, o sia 4^ = ^9 che dà 

ft, r, cos 4/| + /ij rj cos <|/j = , 
e per 

cos*^/ sen*< = cos* (}/, + cos^<}^2 — ^cos^I/| costj^jCOsO , 
che dà 

h^ r, (cos ^i - cos cos ^,) — k^ r^ (cos ^j/, - cos cos (}/,) = ; 

se inoltre ^ = , ^ = u , sarà = tj/j H- «J/j , e si avrà 

ft, i\ scn (j;, - h^ r, sen^/j = ; 

in ciascuno di questi casi vi è una sohi superflcie sferica S della serie che sega 
agni superflcie sferica 2 sotto Vangolo dato 4. 

Supponiamo ora che la superficie sferica 2! seghi le tre superficc sferiche 
S, , Sj ,83 rispettivamente sotto gli angoli i'i , ^/^ > 4^3 ; si avranno le condizioni 

1 1 

(9) 

flja + 63 p + C3 V ^ - (S3 + e) = r, p costi;, ; 

sicché considerando la superficie sferica 

(/ii + K + ^»s) S = k, S, + fcj S, + /fs 83 = ,• 
che ha con S| » S^ , S, lo stesso asse di egual potenza, onde 

(10) 
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determinando Tangolo ^ per mezzo della relazione 

(H) (*! + Atj + Atj) r cos^ = Jc^ r, costj/j + Ar^ r, cos'pj + *j r^ cos^pa , 

ed osservando che da (9) e (IO; si deduce 

aa + 6p + C7--(s + <j) = rpcos^, 

si vedrà che ogni superQcie sferica £ che sega S,, 82,83 sotto gli angoli 4^1, 4^2*4^31 
segherà la superflcie sferica S sotto Tangolo ^ ; in particolare i piani II che se- 
gano 81,82, 83 sotto gli angoli <pi , d/} , ^^ segheranno ancora la superflcie sfe- 
rica S sotto l'angolo ^. 8e l'angolo ^ è dato si potrà trovare la relazione tra l 
rapporti /e, : /i'2 : /e, afìfinchè la superfìcie sferica 8 seghi £ sotto Tangolo (|/; a tale 
effetto eliminando r tra l'ultima delle equazioni (10) ed (11), ponendo per a, 6, e 
i valori (10), ed indicando con Oj ,02,63 gli angoli sotto i quali si segano rispet- 
tivamente le coppie di superficie sferiche (S, , 8j) , (S, , 84) , (S^ , 82) , si troverà 
l'equazione 

ft4*r4*(cos*(j/-cos*4'i)+ ... +2/c2fcjr2r3(cos*4'cosOi -cos^pt cos^j^s) + ... = 0, 

(12) sia 

(&i*r,«+ ... 4-2fc2k3r2r3COsOj + ..,)cos*(^ - (ftiriCOS^^iH- ...)* = 0; 

adunque nella serie doppia delle superficie sferiche S, che hanno uno slesso asse 
di egual potenza, vi è una serie semplice di superficie storiche fisse 8^, le qua! 
segano ogni superficie sferica £ , che sega tre superficie sferiche 8,, 82,83 della 
serie doppia sotto angoli dati 4^t , ^'a > 4^3 ' ^^^^^ ^" angolo dato 4^, sotto il suo 
supplemento ». In particolare per 4^ = 0, 4^ = ^» si hanno le superflcie sferiche 
So , S„ , che toccano £ internamente esternamente. 

Considerando nella serie doppia delle superficie sferiche 8 quelle che hanno 
uno stesso piano di egual potenza, tra esse ve ne saranno due appartenenti alla 
serie S^ delle superficie sferiche fisse. 

L'equazione (12) sarà un quadrato esatto per 0084^ = 0, 4* = 5 > che dà 

h^ r, 0084^, + /Tj fj cos 4^2 + ^3 ^3 cos 4^3 = ; 

in tal caso le superficie sferiche 8^ hanno tutte lo stesso piano di egual potenza , 

t 
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secante comune dello tre supcrOcie sreriche 



S. 



= 



s. 



ì\ cos 4^1 ''s cos (J/j ' fj eos (j/j r, cos '|j 



= 



s, 



Pi 



rjeos^pj r^cos^t 



= 0; 



esse taglieranno ogni superficie sferica 2 sotto Tangolo dato ^'^ò' ciocortogo- 

nalmenle ; se tra le superficie sferiche S dcHu serie doppia si considerano quelle 
che hanno uno stesso piano di egual potenza . una sola tra esse si troverà tra 

le superficie sferiche S„ 

z • 

^equazione (12) si decomporrà in due fattori di primo grado , omogenei in 
A'i » frj» ^8» e quindi la serie delle superficie sferiche S^ si decomporrà in due 
serie, per ciascuna delle quali le superficie sferiche S^ hanno uno stesso piano 
di cgual potenza, quando si ha la relazione 



cos* 4; 



1 , cosOj , COSO2 
cos 63 , 1 , cosO| 

cost^ I cosO« , 1 



1 , COSO3 , cosO^ y cos^, 

COSO3 ,1 , cosOi , COSi^^ 

cosOs , cosO, , 1 , 0054^3 

cos(|;, , cos^^s , cos(|/3 , 



= 0; 



questa per ^^0, 4^=^;, dà una condizione tra gli angoli 0^ e 4^^ ; in ciascuno 
di questi casi particolari tra le superficie sferiche S della serie doppia, che hanno 
uno stesso piano di egual potenza, vi è una sola superficie sferica Sa, apparte- 
nente a ciascuna delle due serie nelle quali si è decomposta la serie generale delle 
superficie sferiche S^. 

Essendo date quattro superficie sferiche 81,82,83,84, ogni piano II che 
passa per uno degli assi di simiglianza di una terna tra esse segherà, come si è 
già veduto, queste tre superficie sferiche sotto uno stesso angolo, quindi gli otto 
piani di simiglianza di quelle quattro superncie sferiche sono i piani che le se- 
gano tutte e quattro sotto uno stesso angolo, sotto il suo supplemento. 

Supponiamo ora che la superficie sferica S seghi le quattro superficie sferi- 
che 84,82,85, 84 rispettivamente sotto gli angoli 4^, , 4^2'» 4^8 » 4^4 ; s> avranno le 
condizioni 

1 1 

a^a + 6,g + C|if - ^ (s, + or) = r^p cos 4;, , a^T, + fc^P + CjY - ^ (s, + a) = r^o cos4», , 

(13) 
09^ + bz^'\-CzT-2^s^ + ^)-r^?oos^^ , a^a + 64P + 0^7 - - (s^ + a) = r^p cos4»4 ; 
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sicché considcranJo la superficie sferica 

(Ai + k^ + /'s -^ *4) S = lu S, -f fr,Si + frsSs + fc* 84 = , 

che ha con S, , Sj , S3 , S4 lo stesso centro di egual potenza , onde 

(H) 

. ^ /J| + /ti + A3 + ^4 ' 

determinando Tangolo ^ per mezzo della relazione 

(15) {hi-\-hi^h^+h^) r cos^ = hii\ cos^j+A^fj cosd^j+^ars cos?}/3+/Ì4r4 costj/4 , 
ed osservando che da (13) e (14) si deduce 

aa + 6p + CTf - ' (s 4- <j) = rp cos^|; , 

si vedrà che ogni superficie sferica £ che sega S^ 181,83.84 sotto gli angoli 
4^1 > 4^2 9 ^3 ' 4^4 > segherà la superficie sferica 8 sotto Tan^'olo ^. Se Tangolo ^ è 
dato si potrà trovare la relazione tra i rapporti A;, ; k^ : k^ : ^4 affinchè la super- 
ficie sferica S soghi 2 sotto Tangolo ^ ; a tale elTetto eliminando r tra l'ultima 
delle (14) e (15), ponendo per a , b ^ e i valori (14), ed indicando con 0,y 
(i ,i= i , 2 , 3 , 4) gli angoli sotto i quali si segano rispettivamente le coppie di 
superficie sferiche (S< , 8^) , si troverà Tequazioue 

V^i*(cos*(j; - cos*^!;,) +. ... + 2,kjc^ r^r^icoii^'^ cosOjj - cos^/j cosj^,) + . . • 

+ 2k^Jc^ ì\r^ (cos^tp 0080,4 - cos^J/, cos'^^) +...=: , 
sia 

(W+ • • • +2ifc,ikjr,r3COs62s+ . • . 4-2A;, A;4r4 r4cos0,4 + . . .)cos*(J/ 

(16) 

-(feir4COs4^j+. . .)* = 0, 

adunque ec nella serie tripla delle superficie sferiche S , che hanno uno stesso 
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centro di cgual potenza, vi è una serie doppia di superficie sferiche fisse S^. le 
quali segano ogni superficie sferica I , che sega quattro superficie sferiche 
S| » Sj , Ss , S4 della serie tripla sotto angoli dati ^^i , ^t * ^a* ^^4 » sotto un an- 
golo dato ^, sotto il suo supplemento ». In particolare per 4^ = 0, à = T,, 
si hanno le superficie sferiche S^ , S„ , che toccano £ internamente, o'eslcr- 
namente. Considerando nella serie tripla delle superficie sferiche S quelle che 
hanno uno stesso piano di egual potenza, tra esse ve ne saranno due apparte* 
nenti alla serie Sj, delle superficie sferiche fisse. 

L'equazione (16) sarà un quadrato esatto per cos^ = 0, 4»=^, che dà 
/tjr^costj/, +/t2^t cos^'j + fej^sCOS^a ■Vhj.v^i^^^'h^ = ; 



in tal caso le superficie sferiche 8,^ hanno tutte lo stesso asse di egual potenza, 
segante comune delle sei superficie sferiche 



_S,__ _^ 

fjcos^l;, racostj/j " * rgCos^J/j r, costp, " ' r, cos^}', r^ cos^^j 



-^=0. ^» 



^' =0 , ^' 



A«-=o, 



_^! ^- = — ^^ ^^^— = — ^^ ?i— =0- 

ri cosi, r^ costp4 * r, cose];, v^ cos^^ ' r^ cos^, r^ cos^^ ' 

esse taglieranno ogni superficie sferica S sotto l'angolo dato 4^ = ^t > cioè ortogo- 
nalmente ; se tra le supcrHcie sferiche S della serie tripla si consitlerano quelle 
che hanno uno stesso piano di cgual potenza , una sola tra esse si troverà tra 
le superficie sferiche S„ . 

L'equazione (16) si decomporrà in due fattori di primo grado, omogenei in 
/fi , frj , /fj , ^4 , e quindi la serie delle superficie sferiche S^ si decomporrà in 
due serie , per ciascuna delle quali le superficie sferiche S^ hanno uno stesso 
centro di egual potenza, quando si ha la relazione 



cos*4^ 



1 , cosO,2 , cos6|3 , cos 6|4 

C0S6,, , 1 , COS0j3 , COSO24 

cosOj, , COSO3, , 1 , cos 634 

COSO41 , COSO43 , COSO43 , 1 
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t , cos6,2 , cosO,, , cosOii , costpi 

cosOji , 1 , cosOi3 , COSO24 , costJ/2 

COSO3, , COS63J , 1 , COS634 , cos^l^s 

COS64, , cosO^j , cosO^a , 1 , CCS ^4 

cos?}/| , cos^pj , cos^s , costl;^ , 



= 0: 



questa per ^ = 0,o4;=t:, dà una condizione tra gli angoli 0,.^ e ^/^ ; in cia- 
scuno ili questi casi particolari tra le superflcie sferiche S delia serie tripla che 
hanno uno stesso piano di egual potenza, vi è una sola superflcie sferica S^ ap- 
partenente a ciascuna delle due serie, nelle quali si è decomposta la serie ge- 
nerale delle superficie sferiche S^ 

Segue dalle cose dette che il problema di determinare una superficie sferica 
Z che seghi quattro superficie sferiche S, , S, , 8^ , S^ sotto angoli dati ^i , ^t • 
^z » ^4 si può ridurre all'altro dì determinare una superficie sferica L che tocchi 
quattro altre superficie sferiche ; supponendo dup dei coefficienti k eguali a zero, 
queste altre quattro superficie sferiche avranno rispettivamente lo stesso piano 
di egual potenza con una delie coppie di superficie sferiche (S^. , Sy), e come si 
è veduto sono determinabili facilissimamente. 

La ricerca delie superficie sferiche 21 che seghino le superficie sferiche 8, , 
Sj , 83 , 84 sotto gli angoli ^i , 4^2 , ^3 , ^4 , sotto i loro supplementi, può farsi 
però direttamente nel seguente modo , analogo in parte a quello tenuto per la 
ricerca delle superficie sferiche che tocchino quattro superficie sferiche date in- 
ternamente esternOipiente. 

Le coordinate (a . g , y) del centro / ed il raggio p di una superficie sferica 
richiesta £ debbono soddisfare alle equazioni (13), essendo inoltre 



(11) 



= a^ + f 2 + -Y* - PS 



eliminando tra le prime tre equazioni (13) p e e, e cambiando a,^»^ '" ^1?/»^ > 
si vedrà che il centro (x,y,2) di ogni superficie sferica 2, che seghi le tre su- 
perficie sferiche S, , S^ , S3 sotto gli angoli ^1 4^2 1 ^3 » apparterrà al piano P4 
che ha per equazione 



(18) 



1 

OtX + &,y + ^t- - Q •^'a I * » ^'a C^s òj 
Ofic + b,y f «"ja - - «, , 1 , r, cos i, 



= 0, 
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questo piano è perpendicolare evidentemente alla retta rappresentata dalle equa- 
zioni 





05 


o, , 1 


, r.cost!*, 


a» , 1 


, rgCos<I», 


Oj . 1 


, r,cos<|<, 





y 


6, , 1 


, r,cos<l*, 


6, , 1 


, r,cosi|;, 


ft, , 1 


1 rjcosijij 







2 


e, , 


i 


, r,cos4», 


fi , 


1 


. r^cos^*. 


e» . 


1 


. r,cos<ii. 



la quale, come è facile vedere, è la parallela, condotta per T origine delle coor- 
dinate, air asse che contiene i centri di simìglianza esterni delle tre superDcie 
sferiche S,® , S,® , S,® rispettivamente concentriche alle superflcie sferiche S, , S,, 
S5, e di raggi r|C0s4, , r^coscl/j , rjcosd^a, combinate a duo a due; sicché 
il piano (18) è perpendicolare al detto asse dì simiglianza; inoltre potendosi dare 
a (18) la forma 

(Si - S5) r^ cos 4^4 + (S^ - 84) r, cos ^, + (S, - Sj) r, cos<|;8 = 

il piano P4 passerà per Tasse R4 di egual potenza delle tre superQcic sfericlic 
Sf 9 §1 > Ss ) CO" <^'^ i^ piano P4 resta del tutto determinato. 

Consideran<lo le altre combinazioni a tre a tre delle quattro superflcie sfe- 
riche proposte S/, che sì suppongono segate da £ sotto gli angoli ^,-, si vedrà 
che il contro di 2 sì troverà sulla retta r, secondo la quale s'interscgano i quattro 
piani P{, che rispettivamente passano per gli assi di egual potenza R; rispetto 
alle superficie sferiche S^, combinate a tre a tre, e sono perpendicolari agli assi 
che contengono i centri di simiglianza esterni delle terne di superficie S^, con- 
centriche alle superficie sferiche S^. , e di raggi r,. cos^^; adunque la retta r èia 
perpendicolare abbassata dal centro p di egual potenza rispetto alle quattro su- 
perficie sferiche 81,82,83, 8^ (nel quale concorrono quei quattro assi B^- di egual 
potenza) sul piano di. simiglianza P rispetto alle quattro superficie sferiche S,*, 
Sj® » 83® , 84® (il quale contiene quei sei centri di simìglianza esterni). 

Le equazioni dei quattro piani P^ dipendono solamente dai rapporti tra i co- 
seni degli angoli ^^ , sicché la retta r (comune ai piani PJ e il luogo del centri 
delle superficie sferiche £ , quando, variando quegli angoli, rimangono gli stessi 
i rapporti dei loro coseni. Inoltre le equazioni dei piani P^ rimangono inalterate 
cambiando gli angoli ^^ nei loro supplementi t?-^]/^-, quindi sulla retta r (detcr- 
minata dai piani ì\) si troverà il centro di una superficie sferica X' elio sega la 
8^ secondo gii angoli (|/j , ed il centro di una superficie, sferica £" che sega la 
8/ secondo gli angoli ic-^/^. I raggi di £' e di L" saranno, in valore assoluto, 
le radici deirequazione di 2** grado in p che si ottiene sostituendo in (11) i va- 
lori di a , ^ , Y , 9 tratti da ({3)i e che rJmane inalterata cambiando simultanea- 
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mente i segni a d ed a cos^^; vi sarà ailunque una sola superficie srerica £* ed 
una sola superGcie sferica 1". Finalmente si osservi che il piano di simiglianza 
P delie superficie sferiche S/* dipende pure solamente dai rapporti tra i coseni 
dc<^]i angoli 4^1 1 ^2 t 4^s » 4^4 ; se questi rapporti sono eguali alPunilà , vaio a dire 
se £ sega S, , Sj , S3 , S4 sotto uno stesso angolo tj; , il piano P diverrà piano di 
simiglianza delie superficie sftM'iche S, , S^ » S, , S4. 

Consideriamo ora due superficie sferiche I^ e I^ < ciascuna delle quali seghi 
la superficie sferica S| sotto Tangolo (b, , e la superficie sferica S^ sotto Tungolo 
^21 si avranno le condizioni *^ 

1 1 

(19; 

1 1 

ai«t+6iPi+C4Yj^ - - (s,+a,) = r,p, cos 4;, , a^a, f 6,P,+c,Tft - -^ {s^i-c^ = r^o^ cos ^^ ; 

da esse si trae 

a,{ai-ofi) + b,(?i-pt) + c,(Yi-Y2) - .j (^^i-^i) = (Pi-pO^ cos 4/,, 

(hi^^i-cti) + bt(Pi-Pi) + c,(if,-Ti) - 2 («'i-^'i) = (?i-p») r^ cos 4;^ , 
sicché ponendo 

^, _a,r 2COs4;^-a>r^cos<{/, _ ò, r^ cos^;, - ft,r, cos 6, 

" rjcosò, -r, cos^j^i ' ^" r^cosc^j-r, cos<p^ ' 



^, _ c^r>cos4 / t-c,r, cos^;, 
"" rjcoscj't-ricostl/i ' 



verrà 



(20) (a, - a,) aj'„ + (p, - p,) j/\, + (y. - Y«) ^'it - g (<^i - <^«) = ; 

cambiando uno degli angoli <]^| , ^%, col supplemento ic - <]^, , ic - ^/^ , e pò- 
ncn io 

^n ^ OtraC0s4;»-hOtr|C08<p, _ b, r^cos^^i-f &, r^ cos(};t 

** " r, cos 4/1 + r« cos 4;, ' ^ " r, cos cj/, -h r» cos 4*, ' 

^n ^ Cir^cosJ^t-hCar^cos^/i 

** "* r,C08 4't + »'|C08 4'i * 
VOL. XXIX. 45 
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■verrebbe invece 

(21) {a, - a,) X,," + (P, - p,) 2/„" + (y. - yO ^«" - | (*i - -.) = ; 

Tequazionc (20), o (21), esprime che il piano di egual potenza delle superflcie 
sferiche S, e Z^ » ^<il6 ^ d^^^ '^ piano rappresentato dall'equazione 

T«i - «0 a? + (?i - P2) 2/ + (Ti - T2) ^ - I (^1 - ^2) = , 

passa pel punto (0:^2 » 11/'<2 > ^'n) > pel punto (»"„ » l/"it t ^"12) » cl^<> sono i due 
centri di siiniglianza delle superficie sferiche S/ , S^® rispettivamente concentri- 
che ad S, ed S2, e di raggi ricos^, , r^cos^^ 
Ponendo 

PaOji-p^ Q _ p2 Pi - P, P2 ^ p2Ti-P4T2 

^ '";;^ — ;; — » p "■;; — ;; — ' ^"^"^7 — ;^ — » 

P2-"P4 ?2-pl . P2--Pi 

pjOj-p^ 
0= , 

P2-P1 

dal primo e dal secondo dei sistemi delle equazioni (19) si dedurrà 

(22) a,a + 6,p + c,Y-c*(Si + o) = 0, ed a^a-h 6^? + c,y-^ 0^2 + c) = , 
questo equazioni esprimono che la superficie sferica £ determinata dall'equazione 

^^ P2 - Pi 

e che ha evidentemente con Z, e S^ lo stesso piano di egual potenza» sega orto- 
gonalmente le superficie sferiche S, ed Sj. 

Segue dulie cose dette che se 2' e 2" sono due superficie sferiche, Tuna che 
sega S| , 82 , S3 , 84 secondo gli angoli 4^i , ^2 , ^3 , ^4 9 e Taltra che le sega secondo 
gli angoli u — il/,u-(j/2,i: — ^8»^-~^4» ^i piano di egual potenza di 2' e I" sarà 
il piano di simiglianza P delle quattro superficie sferiche S,® , Sj® , S,** , S4® rispetti- 
vamente concentriche ad 8, , S^ , 8, , 8^ , di raggi fi cosd^, » r^ cos ^^ , r, cos^, , 
r^cos^^, e la superficie sferica P, che sci>a le quattro superflcie sferiche S, , S,, 
Sj , 84 ortogonalmente, avrà con S' e 2'' lo stesso piano P di egual potenza. Da 
ciò è facile dedurre hi costruzione del problema proposto ; detcrminati il piano di 
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simiglianza P, e la supcrflcifì sferica S®, ogni superficie sferica S che, avendo con 1^ 
per piano di egual potenza P. e sega una delle superficie sferiche date. p. e. S, 
sotto l'angolo 4^,, segherà le altre tre superficie sferiche date 82,83,84 sotto 
gli angoli «l'i 9 4^3 > «li ; la determinazione di I non presenta difficoltà. Le altre so- 
luzioni che ammette il problema proposto si otterranno considerando , invece del 
piano dì simiglianza P delle superficie sferiche S,® , Sj® , Sj^ , S^^ gli altri sette 
piani dì simiglianza P, , ... P, delle stesse superficie sferiche, cambiando uno, 
due, degli angoli c]^, nei loro supplementi tc - ^f. Se tj;, = (j;^ = <{;,=: Ò4 = ^^ » > P'^"^' 
di simiglianza P,P|,...P, di 8,® , Sj* , Sj® , 84° diverranno i piani di simiglianza 
di 8, , 82 , 83 , 84 , e la costruzione del problema procederà come sopra ; p.-^r ({;=0, 
(]; = ic , si avrà una soluzione del problema dei contatti delle superficie sferiche, 
in parte diversa da quella data precedentemente. 

Finalmente possiamo, per le cose dette, risolvere ancora. il problema « es- 
sendo date cinque superficie sferiche 8, , 8, , 83 , 84 , 85 determinare le superficie 
sferiche 1' che le seghino rispettivamente sotto angoli ignoti 4^1,4^2)^39^49^5» 
essendo dati però i rapporti tra i loro coseni ». Combinando le superficie sferi- 
che proposte a quattro a quattro, si potrà, per ciascuna combinazione 

2345 , 3451 , 4512 , 5123 , 1234 
degli indici, costruire la superficie sferica ortogonale 

£0 yo yo vo y 

delle quattro superficie sferiche, e conoscendo i rapporti tra i coseni degli an- 
goli 4^4 » costruire i piani di simii^lianza (P^ , P,^. , ... P,^.) per le superficie sferiche 
corrispondenti S^® , S,^ , 83^ , 84® , 85®, rispettivamente concentriche ad S, , S, , 
83 , S4 , S5 e di raggi 

r,cos4;4 , r2coso2 » r,cos4;3 , r4Cos4/4 , r^ 0034/5; 

i circoli d'intersezione di ciascuna superficie sferica ortogonale l,-^ con un corri- 
spondente piano di simiglianza P^ apparterranno ad una superficie sferica richiesta 
I, di cui si potranno determinare in tal modo cinque circoli. 

Se gli angoli ignoti 4^^ debbono essere tutti e cinque eguali tra loro, ed eguali 
ad un angolo ignoto 4^ 9 onde i rapporti tra i loro coseni eguali all'unità, si cam* 
bicranno i piani di simiglianza relativi alle quaterne delle superficie sferiche 8^% 
nei piani di simiglianza relativi alle quaterne corrisponJent' delle superficie sfe- 
riche date 8^. 

{conlinua) 
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SULLE LINEIS D'OMBRA DI ALCUNE SUPERFICIE 



PER 



GEMINIANO PIRONDINI. 



La linea di contatto di una superOcìo qualunque con un cilindro ovvero con 
un cono circoscritto si dice linea d'ombra, poiché essa è la curva che separa la 
parte illuminata dalla parte oscura, quando la superflcie sia esposta a un sistema 
di raggi luminosi paralleli alle generatrici del cilindro ovvero uscenti dal vertice 
del cono. Le superflcie che si considerano in questo scritto sono gli elicoidi , le 
superficie rigate a cono direttore di rivoluzione (o a piano direttore) ed inoltro 
le superOcie parallele e le inverse delle precedenti. 

51. 

Se la linea L(x,j/,2) Tiene fatta muovere di moto elicoidale attorno airassc 
delle Zi le coordinate X,T,Z di un punto qualunque dell* elicoide generato S 
sono date dalle equazioni : 

X = a5C0St? — 2/sent? ; Y-ocseiìv + ycosv ; Z = 2 + pt?, 

nelle quali ò manifesto il significato geometrico dell* angolo v e p è il rapporto 
(costante) della yelocità di traslazione a quella di rotazione (parametro del moto 
elicoidale). 

Indicando con A , B , C gli angoli formati cogli assi coordinati dalla noimale 
airelicoide S in un punto qualunque della generatrice L considerata nella posi 
zione iniziale (t? = 0) , si ha : 

essendo u la variabile in funzione della quale sono espresse le coordinate a;,t/,2. 
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Ora se per semplicità gli assi di riferimento si suppongono orientati in modo 
che Tasse delle x passi per il punto luminoso P, e si indicano con a , b , e gì. 
angoli formati cogli assi coordinati dal raggio vettore che va da P a un punto 
qualunque di L , si ha : 

coso : cosò : cosc = (x - a) : 1/ : ;? , 

avendo indicato con a la distanza del punto luminoso dalPorigine degli assi. 

La condiziode che la curva L sia la linea d*ombra deirelicoide S rispetto al 
punto luminoso P (condizione che è equivalente ali* altra che i ra<rgi che da P 
vanno ai punti di L siano perpendicolari alle corrispondenti normali di S lungo L) 
è dunque la seguente : 

(1) 2' (05* + 1/* - Qx) -zìsdtJ + yj/') - p(x2/' — x'y - oy') = , 

la quale, col porre : 

a7 = Rcosu , 2/ = Rsentt, 

diviene : 

(2) R(R - o cos u) 2' - RR'js - p J R(R - a cosu) - aR' sen u i = 0. 

Dovendosi da questa equazione dedurre % , vi sono due casi da considerare, 
a seconda che la quantità R-acosu è diversa da zero, ovvero eguale a zero. 

1.* Se R-acosu non è zero, Tequazione precedente può scriversi: 



U' (^ aR'senu ì 

R - a cosu \ R(R - a cosu) ) 



ed offre immediatamente : 

'du 



^ (, , \\ . aR'senu "ì "*/ R-a costi ^ \ I R-acosw 

5 = ] A: + p / 1 - -— . le 'dui e 

\ J ^ R(R~ttcosu;J \ 

con k costante arbitraria. La linea d*ombra è dunque rappresentata dalle seguenti 
equazioni : 

a; = Rcosu ; 2/ = Rsenu; 
(3) 

^ J ^ R(R-acosuJ ) 
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2.® Se R-acosu = 0, siccome R non è costante, deve essere 

senu 

e le equazioni rnppresentanti la linea d^ombra divengono : 

a? = O'C0S^u ; j/ = ascnu cosw ; j8; = p-tgu. 

Queste equazioni si riferiscono al caso particolare in cui la proiezione della 
linea d*onibra sopra il piano coordinato z = è una circonferenza passante per 
il punto luminoso e avente il centro nei mezzo del segmento che congiunge tale 
punto coirorigine degli assi. 

Caso particolare. Se il punto luminoso si trova sulFasse dell* elicoide , 
a = e la linea d'ombra è allora rappresentata dalle equazioni : 



(4) X 



=-. R cos u ; 2/ = li sen u ; ^ = R f A: + p | -p- j . 



§2. 



Se i raggi luminosi sono paralleli, si supponga che gli assi di riferimento 
siano orientati in modo, che il piano coordinato y = riesca parallelo alla dire- 
zione comune dei raggi. 

Indicando allora con a , 6 , e gli angoli formati cogli assi coordinati da uno 
qualunque dei raggi luminosi, si ha : 

cosa = senO ; cos6 = ; cos e = cos 0, 

essendo Tinclinazione costante dei raggi luminosi sulUasse deirelicoide. 

E la condizione esprimente che la generatrice L è una linea d*ombra deireli- 
coide diviene : 

(5) wz' — py' = (xx' -h j/j/') cot 

la quale, col porre : 

a; = R cos ti , j/ = R sen u , 

ci dà immediatamente: 

55 = >>(w + j ^tgu.dwj + cotOj — ^-du, 
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avendo messo a zero la costante arbitraria additiva venuta dair integrazione (il 
che non nuoce alla generalità). Nel caso dunque dei raggi luminosi paralleli la 
linea d'ombra è rappresentata dalle equazioni : 

(6) 05 = Rcosa ; 2/ = Rscnu ; z = ì)(u+ —• tg u • du j + coto/ -da. 



§3. 



Consideriamo in ispecial moùo il caso in cui la linea d* ombra è una curva 
situata in un piano passante per Tasse; chiamando e 1* angolo che questo piano 
forma col piano coordinato i/ = , si può mettere : 

a5~5-cos£ ; 2/ = 5-8ene ; z-'i 

con che le equazioni (1), (5) si tnnsformano rispettivamente nelle altre: 

, f sene 

^ 5-ocos6"*"^*'5(5-acos6>'^* 



_ ptgg c^ 

5 coss 



qualora si prenda la ^ per variabile indipendente* Integrandole, si ottiene rispet- 
tivamente : 

5=0- ^-^^log U — ) (5 - acoss) + p»tgs 

L acos^e ®\5-acos6/J ' ° 

le quali equazioni rappresentano» in coordinate cartesiane ^,C, i profili meridiani 
che si possono considerare come linee d*ombra d'elicoidi illuminati rispettivamente 
da raggi concorrenti o da raggi paralleli. 
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§4. 

Le formolo date nei §§. 1 e 2, non si prestano per la detcrrainazonc delle 
linee d'ombra degli elicoidi dati a priori. Per trovare le Tormole opportune, os- 
serveremo che da quanto ho dimostrato al § 4 della mia memoria a Studio sulle 
superficie elicoidali {*) » si ricava che « liUle le linee rappresenlale dalle equa- 
zioni : 

(7) x = Rcosnu) ; y = R-senf(u) ; z = U -f p[f(u) -u] , 

qualunque sia la funzione f(u) di u, muovendosi di molo elicoidale di para" 
nieU'o p intorno aWasse delle z , generano il medesimo elicoide cioè quello ge- 
nerato nello stesso movimento dalla curva : 

(8) 5=:R*co8u ; >j = Rsenu ; C = D. 
Le equazioni (7) riducono la condizione (1) alla seguente: 

1 U' + p-r (w) - P 1 i R* - aRcos-Z'Cu) ! - j V + p-fiu) -pw j RR'- 

-p [ RV(w) - a 1 Wsenfiu) + R eoBf{u)'r{u) ! ] = , 

la quale serve per determinare fiu); l'impossibilità materiale d'integrare tale 
equazione non permette però di risolvere la questione proposta nel caso generale. 
Limitandoci al caso a = , si ottiene : 

.. _ U-R-UR^-Hp(uR^-R) 
^^''^ ^R^ 

e la linea d'ombra è rappresentata dalle equazioni : 

(U'R-UR'+p(wR'-R)ì ^ (U'R-UR' + p(uR'-R) ) 



(*) Annali di Matematica^ 1888. 



Digitized by 



Google 



)( 361 )( 
Se quindi la sezione retta deirelicoide è la curva : 

(9) 5 = Rco8U ; ifi = RscnM ; C?=0, 
la linea d*orobra è rappresentata dalle equazioni : 

(10) a5 = R.cos(u-— j ; t/ = K-sen (u - -) ; 2 = -pg-,. 

Se nelle equazioni (7) si fa f{u) = 0, si può dire che neirelicoide generato 
dalla linea (8) il profilo nieriiiiiino posto nel piano coordinalo y = è rappresen- 
tato daircquazioni : 

a7 = R ; 3/ = ; 2 = 0-p?«. 

E allora . cambiando la funzione U neiraltra U + pu , si può asserire che 
quando il profilo meridiano è la curva ; 

(11) 5 = R ; >1 = ; $ = D, 
le equazioni (8) vengono sostituite dalle altre : 

5 = Rcosu ; >j = R«senM ; C^U + pu. 

* Perciò quando il profilo meridiano sia la curva (11), la linea d* ombra viene 
rappresentata dalle equazioni : 

/U'R - UR'\ „ /U'R - UR'\ U'R 

x = R.cos(-p^) ; y = R.sen(-^j^) ; ^ = --. 

§5 

Supponendo che i raggi luminosi siano paralleli, 1* equazione (S) , in causa 
delle 0) > diviene : 

1 R«(U'-p)«+p* R'«| cosV(u)-2R*R\U'-p)cot0.cos/"(i*) + R'*(R«cot*ft-p*) = 

e da questa si deduce : 

f^o^ >. /•/ ^ - Il*R'iU'-p)colO ± pR' \I\V{V' - p)^ ^ R'«(/)« -> R^ co'FQ) 

VOL. zzix, 46 



Digitized by 



Google 



)( 362 )( 

Per conseguenza neirolicoide generato dalla curva (8) le lìnee d*on)bra sono 
rappresentate dalle (7) dove f{u) è dato dalla (12). 

Operando come nel caso dei raggi luminosi concorrenti, si arriva a concludere 
che quando relicoiJe considerato è definito dalla sua sezione retta : 

5=Rcosu ; »j = R senti ; ?; = 0, 

ovvero dal suo profilo meridiano : 

5 = R ; >j=0 ; { = U 

(a linea d'ombra è rappresentata dalle equazioni (7) nelle quali f{u) è dato ri- 
spettivamente dalle eguaglianze : 



, . ^, f / v - R*R' cot + R' Vp* (R» + R'*) - R'R'* cot«0 

(13) cosf(to = =-yfe+R^^) 



., , R« R'U^co t ± pR' VR« U'2 + R^^(p*-R' cot« 0) 
^^^rW = R*U'* + p*R'^ 

§6. 

Si riducano le ordinate parallele all'asse delle z e relative ai punti della linea 
d'ombra L rappresentata dalle (3) in un rapporto costante e si metta la condi- 
Eione che la linea ottenuta L, sia pure una linea d'ombra d'un altro elicoide. 

Oltre le (3) si hanno le equazioni : 

aj, = R costi ; j/| = Rsenu; 

( , . Ir, a R' sen ?i 1 7 R - a cosu _, l i R - a co 

V ^*J L R(R-acosu)J ' 



costi 



9 

colla condizione ,-^ =fn, essendo m una costante. Si deve dunque avere la rela- 
rione : 

(14) (A:..i^)+(p,«p,n)J[l-^^j^-^^^Je .cla = 0, 
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la quale è soddisfatta identicamente se : 

h p * 

restando completamente indetcrminata la fornra deirelicoide. 

Dunque a considerando sopra un elicoide qualunque una linea d^ombra ri- 
spetto a raggi luminosi concorrenti e riducendone le ordinale parallele alVasse 
in un rapporto costante, la curva che si ottiene può considerarsi come una linea 
d'ombra di un altro elicoide rispetto allo stesso sistema di raggi luminosi ». 

Se poi le condizioni precedenti non sono soddisfatte, Tequazione (14), derivata 
rapporto ad u , d& : 

aR'senM-R(R-acostt) = 



e questa ci oltre i 



R= "' 



asentt + 6cosu 
Le equazioni della linea d*ombra divengono dunque : 

ab-cosn ah*senu /^senu 

asenw + òcosn ' ^ asenw+6cosi6 ' aseniA + 6 cosu * 

le quali rappresentano una retta passante per il punto luminoso. Il caso consi- 
derato non ha dunque alcuna importanza. 
Se si osserva che Tequazioue precedente : 

a&' seniA - R(R - a cosu) = 

(insieme all'altra A?, =&) esprime la condizione che deve essere soddisfatta onde 
due elicoidi differenti aventi in comune Tasse ammettano una stessa linea d*ombra 
quando sono illuminati dallo stesso sistema di raggi luminosi concorrenti, si può 
affermare « due elicoidi differenti, aventi in comune Vasse^ illuminati dallo stesso 
sistema di raggi concorrenli, non possono ammettere una stessa linea d'ombra. 

in altre parole a due elicoidi, aventi in comtmc Vasse, non possono toccarsi 
lungo una loro linea d'ombra comune relativa a raggi luminosi concorrenti ». 

Se ora riduciamo le ordinate parallele ali* asse delle z e relative ai punti 
della linea d*ombra L rappresentata dalle equazioni (6) e mettiamo la condizione 
che la linea ottenuta L , sia pure una linea d'ombra d'un altro elicoide ma relativa 
a un altro sistema di raggi luminosi paralleli, si giunge airequazione : 

(p, — mj)) (u -h I — -tgii-diiì + (cotOi- mcotO) / — ^«da = 
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la quale è soJdisratta identicamente quando : 

p, cotO, 
p col 6 

Quando poi ciò non abbia luogo, si trova : 

\ K "^ / cosa 
avendo posto per semplicità: 



colO, — wicotO ' 
e di qui si ricava Tequazione : 



(15) R = - /i sen u ± V/i* sen*u + /e , (fc = cost.) 

che rappresenta una circonferenza di raggio : 



\//i* + k 

avente il centro sull'asse delle y. 

Dunque « partendo da una linea d'ombra L di un elicoide S(p) rclalim a 
r ggi laminosi paralleli e riducendo le ordinale pnralleìe aWasse in un rapporto 
coslanle m, si olliene una curva L, la quale è una linea d* ombra d*un altro 
elicoide Si{Pi) avente lo stesso asse del primo e rispetto a «n altro sistema di 
raggi luminosi paralleli\ se e 0, sono le inclinazioni dei raggi dei 2 sisiemi 

suWasse comune degli elicoidi si ha — = ~= m. 

^ p cotO 

Per le linee d'ombra poi c/ic, sopra xui piano normale aliasse dclV elicoide 
S(p) SI proiettano in una circonferenza avente il centro sopra una perpendico- 
lare condotta da un punto deWasse sul piano determinato da quest'asse e dai 
punto luminoso , e solamente per esse , è possibile colla preccdchte costruzione 
dedurre una linea d'ombra d'un altro elicoide S,(p,) rispello a raggi luminosi 
paralleli inclinati all'asse dell'angolo 0, anche prendendo le costanti p, e 6, le- 
gate alle p , , m dalla relazione : 



cot6, — m cotO 
Osservando che l'equazione : 

\ R ° / cosu 
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dove 

cotO|-cotO* 

esprime In condizione che deve essere' soddisfatta onde due elicoidi differenti S(p) , 
S/Pi) aventi in comune l'asse ammettano una stessa linea d'ombra quando sono il- 
luminati dai due sistemi di raggi paralleli inclinati degli angoli 6 e 0, sull'asse , 
si può dire i le linee cUombra degli elicoidi rispello a raggi luminosi paralleli c/ie 
sopra un piano normale alVasse si proiettano nella circonferenza (15) hanno la 
proprietà cnrallerisiica di essere linee d'ombra di un secondo elicoide rispello a 
un allro sistema di raggi luminosi paralleli ». 

Kelicotilrr-tft^ciù la sezione retta è Ja circonferenza (15) ha una proprietà no- 
tevole che ora andiamo a stabilire. Infatti se nelle equazioni (6; si pone la con- 
dizione che sia z costante, si ha : 

p (tt+l ^tgU'dwj + coto/ ^ii = cost., 

dalla quale si deduce : 

2j)-d(RseniO + cote.d(R«) = 0, 

Integrando e risolvendo l'equazione ottenuta rapporto a R , si ha : 

R = -p tgO-senuf V(p tgO)*-sen*u-i- k 

la quale equazione ha la forma della (15). 

Dunque « Velicoide avente per sezione retta la circonfdrenza rappresentala 
dall'equazione (15) è il solo nel quale questa sezione retta si possa considerare 
come una linea d'ombra rispetto a un sistema di raggi luminosi paralleli ». 

Se si mette la condizione che una stessa curva L sia linea d' ombra di due 
elicoidi differenti S(p) , S,(p,) e rispetto a un medesimo sistema di raggi luminosi 
paralleli, si giunge all'equazione : 



r R' 
u + \ ■^tgu-da = , 



d'onde 

senw 

con a costante arbitraria Le equazioni che dePiniscono la linea d'ombra divengono : 

x = a'COtu ; y = a ; jj = acotO'COtw , 

che rappresentano una retta parallela alla direzione dei raggi luminosi. 

Dunque « due elicoidi del medesimo asse, illuminali dallo slesso sistema di 
raggi luminosi paralleli^ non possono ammettere una stessa linea d'ombra ». 
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in altre parole a la linea di contado di due elicoidi aventi in comum 
V asse non può mai essere una loro linea d* ombra rispetto a raggi luminosi 
paralleli ». 

§7. 

Se osserviamo che qualunque linea tracciata sopra un elicoide rigato ad area 
minima può essere rappresentata dalle equazioni : 

(16) ac = Rcosu ; 2/ = Hsenu ; 2 = pu . 

essendo p il parametro del moto elicoidale, Tequazione (2) diviene : 

R'(Ru-asenw)^. 0. 

E poiché non può essere R costante , 1* equazione in coordinate polari della 
proiezione della linea d'ombra sopra un piano normale airasse è la seguente : 

„ senw 

R = a' . 

u 

Osservando che quest'equazione è indipendente da p e che, per un determi- 
nato valore di ti, il valore di R è proporzionale a quello della costante a, si ha: 

« Se si considerano lutti gli elicoidi rigati ad area minima che hanno in 
omune Vasse e che sono disposti egualmente, le loro linee d'ombra, rispetto a 
un medesimo sistema di raggi luminosi concorrenti, sono poste sopra uno slesso 
cilindro colle generatrici parallele aWasse ». 

« Le linee d'ombra di uno slesso elicoide rigalo ad area minima rispello a 
diversi sistemi di raggi luminosi uscenti da punti situali sopra una retta nor- 
male alVassc, si proiettano sopra un piano normale alVasse in curve omotetiche i. 

Dalle equazioni (t6), applicate alle lince d'ombra L,L, di duo degli elicoidi 
rigati ad area minima precedenti, si deduce : 

-^= — = costante. 
z p 

E quindi « le linee d'ombra corrispondenti di tutti gli elicoidi rigati ad area 
minima considerali, si ottengono da una linea d'ombra di uno di essi riduce?»] 
done le ordinale parallele aWasse in un rapporto costante ». 

Quando i raggi luminosi sono paralleli, consideriamo l'elicoide rigato generale; 
una linea qualunque tracciata sopra una tale superflcie può rappresentarsi colle 
equazioni (*): 



a? = Rcosu ; 2/ = Rsenu ; z =pu -j- VR* - /A**coti -p-arc«cos(c^ 



(*) Sulle linee a doppia curvatura § 2. — Questo Giornale, 1888. 
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essendo p il parametro del moto elicoidale , h la minima distanza delle genera- 
trici rettilinee dairasse ed i Tinclinazione delle generatrici sull'asse. 

Eguagliando queste equazioni alle (6) , ed osservando che R non può essere 
costante, si ha Tequazione : 

(R* - /i*) (p sen tt + R cot 6)« = (R« cot i - p/i)* cos* u , 

la quale, introducendo le coordinate cartesiane, diviene : 

(aJ«* + I/o* - h') 1 Pyo + (35o* -I- 2/0*) cotO 1* = Xo^ \{x^^ + y^^) coti -p/i ]«. 

Le linee d'ombra considerato si proiettano quindi sopra un piano normale 
all'asse in curve del 6^^ ordine, passanti per il punto comune all'asse e al piano 
di proiezione. 

Se Tclicoide è a direttrice rettilinea, h = e la proiezione è la curva del 
4** ordine: 

l PVo + (aJo* + Vo*) cot l* = Xo« (a?o* + 2/o*) cot» i. 

Se poi l'elicoide rigato è ad area minima , h = , < = r e l'equazione prece- 
dente diviene : 

(^Q* + I/o*) ceto =:-pi/o 

la quale rappresenta una circonferenza passante per l'origine degli assi. 

Questa proprietà costituisce un noto teorema del sig. De-la-6ournerie (•). 

Ricordando che altrove (**) ho dimostrato che l'intersezione di un elicoide 
rigato ad arca minima con qualunque cilindro circolare passante per l' asse è nua 
elica, si può completare il teorema di De-ia-Go urne rie nel modo seguente: 
« le linea d'ombra dclVelicoide rigato ad area minima, illaminalo da raggi pa- 
rallcli sono eliche tracciale sopra cilindri circolari passami per Vasse ». 

§ 8. 

Se i raggi luminosi sono paralleli e normali all'asse e la linea d*ombra è uno 
dei profili meridiani dell'elicoide, si deve avere : 

*^2 • 2/=x-tang£, 
eoo e costante. Messe questo condizioni nello (7) . (13) del § S. si ottiene : 



(*) Journal de rÈcolo Polytechnique, 1851. 

(**) Sur les Hólico)[ded, - Noavellea Ànnales de Mathématiqnes, 1887. 
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Se nelle (4) si pone la condizione z = m ^ con m costante, si ottiene : 

P 

R = ce 
con e costante. 

Dunque a se un elicoide, illuminalo da raggi uscenli da un punlo ddVassc 
ha per linea d'ombra una delle sue sezioni velie, illuminalo da raggi paralleli 
e normali alVasse ha per linea d'ombra uno de' suoi profdi meridiani, e reci- 
procamenle. La sezione rclla di qucsCelicoide è una spirale logarilmica col polo 
suW asse. 

Se lale linea sega i raggi vcllori uscenli dal polo sollo Vangolo coslanle v , 
e il parametro del molo elicoidale è p , la dislaiìza del punlo luminoso dal piano 
della sezione rclla che è linea d'ombra è - p-tangg e Vangolo formalo dal piano 
del profilo meridiano linea d'ombra col piano delerminato dall'asse dell'elicoide 
e dal punlo luminoso è £ ». 

Se si mette la condizione che una stessa cqrva L sia una linea d'ombra di 
due elicoidi difTerenti S(p) , S^{p^) rispetto a punti luminosi situati suirasse comune 
4ille distanze a , a, dall'origine, le coordinate dei punti di questa linea sono : 

a5=:Rcosu ; y = Rsenu ; :s = a + R^fc + pj ^-jr) =«1 + RUi +Pi/ -g^ 

e ridentità di queste due espressioni di z ha luogo allora soltanto che : 

11^ he'''''' , h = h,. 

La' proiezione della linea L sopra un piano normale all'asse è dunque una 
spirale logaritmica col polo nell'asse ; e siccome si possono far variare in inDnili 

modi le quantità a , p , o, , p. senza che vari la quantità , cosi si vede che 

a— Oi 

la linea L , facilmente determinabile colle formolo precedenti, ha la notevole pro- 
prietà di essere una linea d'ombra di infiniti elicoidi dìITerenti aventi in comune 
l'asse e rispetto a dei punti luminosi differenti posti wsu quest'asse. 

Dalle equazioni che precedono, tenendo conto dell'espressione trovata per R, 
si deduce : 

:. = ftR + ^ilirJlPi, 

la quale mostra che il meridiano della superficie generata dalla rotazione di L 
attorno all'asse delle z è una retta. 

Dunque « la linea d'ombra irovata L e descrilla sopra un cono di rivolu- 
zione il cui asse coincide colmasse degli elicoidi ». 

So reciprocamente una linea d'ombra L di un elicoide, relativa a raggi lu- 
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minosi uscenti da un punto del suo asse, è tracciata sopra un cono di rotazione 
coìrasse coincidente con quello deirelicoide, in causa delle (4) si deve avere : 



U + aR(k-\pf^)=b, 



con a e 5 costanti. E siccooie questa equazione 6 soddisfatta identicamente allora 

soltanto che : 

ap 

R=:/ie ^ , » = -^ 

a 

con lì costante, così si vede che « solamente le linee precedentemente determinate 
hanno la proprietà richiesta ». 

Si osservi però che il vertice di questo cono non è il punto luminoso, se si 
mette questa condiziono e si suppone che il punto luminoso sia l'origine degli 
assi, si deve avere : 

z = m Va?* -f- y* , 
con m costante. E allora le (10) danno : 

m* 
da cui : 

R = - — u 4- cosi. 
m 

Le (9) dimostrano allora che la sezione retta deirelicoide è una spirale d'Ar- 
chimede col polo neirasse e quindi Telicoide è sviluppabile, ed osservando che 
in tale elicoide le linee d'ombra sono generatrici rettilinee , si ha a non esiste 
alcun elicoide il quale sia inviluppato da un cono di rivoluzione il cui asse 
coincida con quello deWelicoide ». 

Mettendo la condizione che la lìnea (4) sia tracciata sopra una sfera col centro 
nell'origine, si devo avere : 



^ . (du Va»-R« 



essendo a il raggio della sfera. 

DifTerenziando rapporto ad u , si ha ; 



dR _p . 



dalla quale, dopo un'integrazione e alcuni Galcoli, si deduco: 



P P 

e f 6*e 
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Quest^cquazione dimostra chela linea sferica considerata è una lossodromia 
e quindi (*) v il solo elicoide che, illuminalo da raggi uscenli da un^pimlo del- 
VassCj abbia per linea d'ombra una curva tracciala sopra una sfera col centro 
nel punto luminoso^ è t'elicoìcle del Bini a curvatura costante negativa ». 

§ 9. 

La linea la quale, muovendosi di moto elicoidale di pa'rametro p attorno al- 
Tasse delle z, è traiettoria ortogonale delle eliche descritto da* suoi punti, è rap- 
presentata dalle equazioni : . 

(17) a5 = Rcostt ; 2/ = Rsentt ; z = 'jWdu. 

Identificando queste equazioni colle (4), si ha: 

dalla quale, dopo una derivazione : 



/ 



R*du = - 



R' • 
Una nuova derivazione ed alcuni calcoli danno : 

R/-_ m^p* 

R' "R(R«-p«) ' 

da cui, moltiplicando per du e integrando : 

R' 



.= - a, 



B VR* - P* 
con a costante. 

Da quest'equazione è facile ricavare Taltra: 



R = 



sen (au + b) 



e allora si trova che, onde abbia luogo identità fra le due espressioni di z, deve 
essere ^ = 0. . 

Dunque « le linee d'ombra, rispetto a raggi luminosi uscenli dalV origine 
degli assi , degli elicoidi che sono nel tempo slesso Iraiellorie ortogonali delle 
eliche vengono rappresentate dalle equazioni : 

sen {au + 6) scn (au + 6) a ^ ' 



(*) Stadio salle superficie eliooidali, § 7, --^Annali di matemalLca, 1888. 
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Le linee ora determinate, essendo geodetiche deirelieoiJe e linee di contatto 
di questa superficie con un cono il cui vertice è nelforigine, sono pure geodetiche 
di tale cono. Trovando quindi le sviluppanti dell* elicoide che ha per generatrice 
la linea precedente , si vengono a determinare completamente gli elicoidi nei quali 
le linee di curvatura di un sistema bono tracciate sopra sfere col centro sulFasse. 

Identificando le (17) colle (6), nelle quali si supponga = -, si ottiene: 
moltiplicando per du ed integrando, dopo qualche calcolo si ricava 1* equazione : 



Vi - a* sen* u 

la quale, col mezzo delle (6), (nelle quali si faccia = o) serve a determinare 

completamente le linee richieste. 

Passando alle coordinate cartesiane rettangole : 

Xo = Ecosii , j/o = Rsenu, 
si ottiene : 

la quale dimostra che « le linee d'ombra richieste si proiettano sopra un piano 
normale aWasse secondo delle coniche »• 

Le lìnee trovate, essendo geodetiche deirelicoide e linee di contatto di questa 
superficie con un cilindro circoscritto , sono pure geodetiche di tale cilindro e 
conseguentemente sono eliche. 

Le sviluppanti deirelicoide che ha per generatrice una delle linee trovate sono 
altri elicoidi nei quali le linee di curvatura di un sistema sono situate in piani 
paralleli alleasse. 

§ 10. 

Superfìcie rigate a cono direttore di rivoluzione. Sia r^gf, il piccolo 
cerchio che si ottiene intercettando con una superficie sferica di raggio = 1 una 
serie di rnggi paralleli alle generatrici rettilinee di una superficie rigata Z a cono 
direttore di rivoluzione ; sia il polo del cerchio gg^ e 11^ Tindicatrice delle tan- 
genti di una linea d*ombra A di I relativa a raggi luminosi paralleli, ed r Testremo 
del raggio della sfera parallelo alla direzione comune dei raggi luminosi. 

Il punto r, un punto qualunque a di U, e il puntj corrispondente g del pic- 
colo cerchio gg^ sono sopra la circonferenza di uno stesso cerchio massimo. Nel 
triangolo sferico ogr si ha : 

og = i , or = , 
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essendo t e le inclinazioni costanti delle generatrici di £ e dei raggi luminosi 
sull'asse del cono direttore. 

Se si osserva che la superficie 2 tocca , lungo la linea di stringimento , un 
cilindro C le cui generatrici sono parallele all'asse del cono direttore, l'angolo 

sferico ogr è eguale a quello formato dal piano tangente alia superficie S in un 
punto qualunque A della linea d'ombra A col piano tangente nel punto centrale 
Aq della generatrice rettilinea passante per A. Ponendo quindi : 

A 

angolo {ogr) = o 

e chiamando R le porzioni delle generatrici rettilinee comprese fra A e la linea 
di stringimento L, si ha per il noto teorema di Chasles: 

(18) cot(p = |-, 

essendo p (parametro di distribuzione dei piani tangenti) una quantica variabile 
solamente da generatrice a generatrice. 

Indicando con S la minima distanza di due generatrici consecutive di L, con 
(t) il loro angolo e con e l'inclinazione della linea di stringimento L sulle gene- 
ratrici del cilindro C, si ha: 

o = d8-sen(t + e) ; w=— ^ ., 

Po seni 

essendo Sq l'arco e po ^^ ^^SSio di curvatura della sezione retta L^ del cilindro G. 
Notando quindi che : 

dSo ~ sen e ' '^ "" w ' 
si ottiene : 

(19) p = po(coti + cote). 

Per esprimere po P^^^ elementi relativi a L, si osservi che indicando con Xo , jo 
le coordinate di un punto qualunque di L^ e con co^y.z le coordinate dei punto 
corrispondente di L , si ha ; 

a5 = sCo , i/ = 2/o I ;J = Jcose'ds. 

dalle quali si deduce: 

d*a?o i (à^x dx ds\ 

"7— r = — r VT-rsene - ----coseT- ) ; 
(ISq^ sen^e \(h^ ds ds/ 

dso* sen'^e \ds* ds ds/ 

Queste relazioni, col notare che : 
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dx d}x dy d*w de 

-T- -7— + -7^ -r^ = sene cose ~ ; 
ds ds' ds da* ds 

• (S)^(IO"=- 

(20) 1= J^JITT^. 



danno : 



Se si osserva che il piano dcirarco or è parallelo al piano determinato da 
una generatrice del cilindro C e dalla direzione dei raggi luminosi * si conclude 
che esso è parallelo al piano tangente alla superQcie rigata 2) nel punto B^ dove 
la linea di stringimento L è tagliata dalla linea d* ombra A. L'angolo sferico 

A 

gor ò dunque eguale all'angolo il che il piano tangente a £ nel punto centrale 
Ao della generatrice che passa per A forma col piano tangente a £ nel punto in 
cui A sega L; e perciò il dilTerenzialc du è eguale all'angolo di contingenza 

-^ della linea L^. 
Po 

Avremo dunque : 

Po VP ^cis/ sene 
da cui con un'integrazione : 

Se quindi si osserva che da^ tJ'iangolo sferico ogr sì ricava : 

(^2) cotO»seni = cosi-cosa + cot9»senii , 

trasformando questa equazione colle precedenti (18), (19), (-20), (2 ) e risol- 
vendo poi Tequazione che si ottiene rapporto a U , si ottiene ; 



(23) R = 



(coti + cote)senjr Jl^f^V . JlI 



V7-(sr-»-'-'-i/:VF-©'-jit 



Se ^=2» 1^ formola precedente diviene: 

(24) B. = '«h^L^.seA('JI~(¥^:jL\ 

v/ J- - {^y * ■' ^ p« \difj sen e ) 
V p« Kds) 

Abbiamo dunque il teorema « si ottiene una linea d*ombra relativa a raggi 
luminosi paralleli di una superficie rigata a cono direttore di rivoluzione a 
piano direttore , s^accondo sulle generatrici rellilinee , a partire dalla linea di 
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$tringimenlOy dei segmenti R dtili rispeliivamenle dalle f?3), (H) nelle quali le 
leltere lianvo il significalo loro adribinlo precedenlemenfe ». 

Applicazione, Si consideri la superficie rigata delle binormali di un* elica e 
si metta la condizione che, essendo i raggi luminosi perpendicolari air asse del 
cono direttore, la linea d'ombra sia una traiettoria ortogonale delle generatrici 

Nel caso presente si ha: 



e quindi la (23) diviene: 

R = __L..ta„g(-i-./'^-f). 
cos£ ^Vsene J o g / 

Dovendo riuscire B = costante = a , sarà: 

p-dp ds 







p* + a*cos*6 osenecose' 


dalla quale, 


integrando, 


dopo 

P = 


alcuni calcoli si 


ricava : 




./ 2. 






y ^^aseneoose 


- 0* CCS* e , 


Qon m costante. Essendo poi : 






si deduce : 


^ 


{-0 = 9 


scn*e , s 


_ «0 

sens ' 




/ 


2 So 





la quale dimostra che « Velica nella quale la superficie gobba delle binormali 
ha la proprietà richiesta, è tracciala sopra un cilindro la cui sezione retta è una 
trattrice; la lunghezza costante delle tangenti di questa linea è (asenH«cose)>. 

5 11. 

La superflcie rigata sia quella delle normali principali di un'elica L; è facile 
allora d'introdurre neirequazìone (24) elementi relativi a questa linea invece di 
quelli relativi alla linea di stringimento della superficie rigata. 

Le generatrici g di una superficie rigata qualunque £, le generatrici 9, delia 
sua coniugata £, e le normali alle superficie £ , £, lungo la loro linea di strin- 
gimento A sono parallele rispettivamente alle tiingenti, alle binormali e alle nor- 
mali principali di una stessa linea L^. Nel nostro caso il dilTerenziale di n è dato 
dall'angolo di due normali alla I in due punti consecutivi di A ed è quindi eguale 
all'angolo di due normali principali consecutive di L^. 
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Dunque : 



-=^'rt)"-(")'' 



essendo s© , po » ^o l'arco, il raggio di curvatura e quello di torsione dì L^. 

Ma se co e ci), sono gli angoli di due generatrici consecutive di I e di £,, 
si ha : 



e quindi ; 



to = — 2. co. = — - 



Ora se s è Tinclinazione costante deirclica L sulle generatrici del cilindro, si ha: 

1 ds 

p sene ' ^ 

sarà quindi : 

dil = 

p sene 

d' onde integrando : 



(25) ii=±.r^. 

sene/n P 



^ 9 
Per qualsivoglia superflcie rigata delle normali principali di una linea si ha: 

pV 

e quindi nel nostro caso : 
(26) p = p. sene-cose. 

Se A , B ^ C sono punti corrispondenti della linea di stringimento di S, del- 
Telica data e della linea d*ombra che si considera, abbiamo : 

AC = AB + BC 
e poiché: 

AC = R , AB = -T^^ = psen«6, 

pt + r» ^ 

ponendo 6C = R| , risulta : 

R = psen*e + Rr 

Ora Tequazione (23) nel nostro caso diviene : 

cotO = cot? scnii ; 

se quindi si fa uso delle (18), (23), (26) e ncir equazione ottenuta si cambia R| 
in B, risulta : 

/ Tr^^^i^^'COse-tgO-psen*!. 
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Dunque a si olliene una linea d'ombra relaliva a raggi luminosi paralleli 
della superficie gobba delle normali principali d'un elica qualunque L slaccando 
sulle generairici, a parlire da L, dei segmenti R dali dalla (,21), nella quale le 
lettere hanno il significalo geometrico già dello e si riferiscoìho alla linea L ». 

Applicazione. Se si mette la condizione che la linea d'ombra della superQcie 
sia una traiettoria ortogonale delle generatrici, si ha : 



/ 



+ cost. 



-Jd -n*)p* -f 2 m?ip - m* wi-sene 

essendo ; 

aceto ^ tge 

m = , n = — r—r • 

sen£»cos6 tgo 

Le eliche nelle quali la superficie delle normali principali ha la proprietà 

richiesta, sono quelle doscritte sopra cilindri le cui sezioni rette sono curve de- 
finite da una delle equazioni : 



2c(l-n»).e^-«^^'^'' 



Po = 



m* sen*£ + ( e — — ) 
\ sene/ 



2m 



msen*g r / v^^ - 1 \ i 

Po = — 2~7- ] n + sen ( e sA 

n*- 1 ( \ msen^e / ) 

(e = costante) a seconda che la quantità 1 - n^ è positiva, nulla o negativa. 

S 12. 

Dalle linee d'ombra delle superficie elicoidali e di alcune superficie rigate di 
cui ci siamo finora occupati si possono ricavare le linee d'ombra di altre classi 
di superficie, osservando che se una superficie qualunque S rispetto a raggi lu- 
minosi concorrenti ammette per linea d'ombra una curva L, la superficie S, che 
sìa rispettivamente parallela alla data e distante da essa di una quantità arbi- 
traria, ovvero inversa della data rispetto al polo coincidente col punto luminoso 
e a qualsivoglia srera di trasTormazione, ammette per linea d* ombra la curva L| 
corrispondente di L. 

Esempio, Trasformando per raggi vettori reciproci, rispetto air origine degli 
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assi e a una sfera di raggio h, la linea L rappresentata dalle (4), si ottiene una 
linea L, definita dalle equazioni : 

/j' cos u /i* sen u 

^i = — 1 7 r7:.XTr ; yt = 






Si ponga 



ì + 



(.../f)' = H. 



e risulta : 



h^ /i* H' 



di modo che se si scrive : 






pIlVH*-! 
si deduce con facili calcoli : 

1 



H = 



sen(a-^/R,dti) 



essendo a una costante. 

Sostituendo questo valore nelle equas^ioni precedenti e cambiando poi R, 
^1 » 2/i > 2i rispettivamente in R , x , y , s , si ottiene : 

(28) .OB = R costi ; 2/ = Rscnu ; z = R-cot fa- ^ / Rduj , 

le quali equazioni rappresentano una linea d*ombra, rispetto a un punto luminoso 
coincidente coirorigine degli assi, dell'inversa, rispetto al punto luminoso , di un 
elicoide. 
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Se si mette la condizione che sia ;s = m , con in costante, si ottiene : 



Vi e 
R= — = 






2tnp 
u 



die 6 requazione in coordinate polari della proiezione sul piano coordinato 2 := 
della linea d* ombra considerata. Con questo valore di B le (28) definisoooo la 
linea cercata. 

Parma, marzo 1891. 
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ERRATA-CORRIGE 

(Aj A, . B,, J leggasi (A, A, , B,, J 

(A,A, ,B,,,) » (A,A,,B,.,) 

A,_, A, . L) . (A.., A, , L) 

A(.A, ,B'»,,) j (AjA, ,B',,,) 

(A,A„^, .B',,,) » (A»A^,,B'„,,) 

(AiA^.B,,,) » (A,A»,B,.,) 



Digitized by 



Google 



K 319 K 



ERRATA-CORRIGE 

278 linea 3, dall'alto, invece di <f\ si ponga (fi 
280 » li dall^aUo, invece dell'indice , si ponga ^ 

282 A 5 dal basso, invece ^t^ f* si pong?\ ^^^f^ 
» » 4 » » Stl^jXji* » 2d/,Xa* 

283 » 3 dall'alto » X » X, 

284 » 2 dal basso » si ponga 

Ci-*"! e, -Cj 

» » 1 dal basso » sì ponga 



e, -e, 



(Ì9 cls 

287 » 9 dall'alto » - -= - du si ponga == = du 

288 » 6 daU'ako J = «« - 1 P («„) - -^ ^ (,/„) 

dopo / : si aggiunga 

•' (a!*-nVB(!B) 

dorè w = — 1 — + ±1 j £l « _ si « 1 , i = jrr 

t"* t"' 

290 I 1 dall'alto invece =-(v — v^) si ponga ^ (v - v,) 



.) 



»»9 11 T — ▼, i I T — Vj< 

T + T,Ì » T + T, t 

» » 13 » r— » X— 

20( 2o, 
» 13 ultima linea ^ ^ (v,) -^ |^ (r.) 



M, T,' 



si ponga g.^:L(..).-|,(,.) 

292 » 1 dall'alto V (▼) si ponga V (▼) 

» ■ » 3 », V(ViO » V.(t»») 
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293 lin. 11 


» 


n 


SI ponga v=,^^^ 


292 » 1 


s 


u 


-nT 



293 lin. 1 dall'alto, inv. di ^3 (v - V|Ot.(v - v^^; ponga ^A^LtZll^^^ 

h (V + ^3 "^0 (▼ + ▼* '3 (V - V|0 -3 (▼ + ^2 

» » 2 - » M (<Ji-r) » («i + n 

M » 3 » » («a-D ,» (O2+O 

» » 8 » » •CjCtJ + t^aO nel denominatore T3(i? + t?oì) 

295 » 1 D . |- f 

295 » 5 e 3 dal basso \lc^ - e^ V(?i — Cj 

291 a 1 dairalto Uq , u, , u^ , k , «0 » w, , u, , fc. 
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